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Apresentação 


A Sub-Reitoria de Ensino de Graduação e Corpo Discente (SR-1) planeja e 
executa, desde 1995, seu Projeto Acadêmico de Graduação, de cujos objetivos 
consta O programa PROEDITAR. 

O entusiasmo por um projeto desta natureza surgiu quando, no âmbito do 
Departamento de Métodos Matemáticos do Instituto de Matemática da UFRJ, 
acompanhamos os trabalhos das professoras Diomara Pinto e Maria Cândida 
Ferreira Morgado na produção do presente texto. 

Nosso sentimento de que um projeto como este teria total acolhimento da 
comunidade universitária foi confirmado posteriormente através de pesquisas 
desenvolvidas pela Comissão de Avaliação (COOPERA) que demonstraram existir 
um enorme acervo de publicações didáticas no âmbito dos cursos de graduação 
da UFRJ. Com a finalidade exclusiva de facilitar os processos de ensino/ 
aprendizagem naqueles cursos, o presente texto é uma resposta a essa demanda 
e, ao mesmo tempo, uma etapa na execução do programa PROEDITAR do qual todos 
os docentes estão convidados a participar. 

A publicação deste trabalho deveu-se à sua qualidade e ao nível de 
excelência dos docentes envolvidos, bem como à necessidade de produzir uma 
publicação embrionária com a finalidade de avaliar nossas condições operacionais 
de produção e distribuição de textos didáticos, dentro e fora da UFRJ. 

Esse é, portanto, um projeto-piloto, com material já desenvolvido e testado 
há alguns anos, com clientela bem definida e com demanda assegurada. 

A SR-1 sente-se no dever de estimular mais essa iniciativa em sua 
administração, não só porque responderá a uma demanda reprimida, tanto dos 
docentes quanto dos alunos, como também contribuirá para melhoria dos cursos 
de graduação, afinal de contas o objetivo maior de todas as ações da Sub-Reitoria 
de Ensino de Graduação e Corpo Discente. 

Dos colegas, esperamos as críticas que venham a contribuir para que o 
Projeto PROEDITAR se constitua numa rotina cujos frutos sejam colhidos pelas 
presentes e futuras gerações de alunos e professores. 


Rio, junho de 1997. 


Neyde Felisberto Martins Ribeiro 
Sub-Reitora de Graduação e Corpo Discente 


Prefácio 


Este texto foi elaborado para ser utilizado num primeiro curso de cálculo 
diferencial e integral de funções de duas e três variáveis reais. Ele é resultado da 
nossa experiência em ministrar as disciplinas de Cálculo Tl e Cálculo III para 
alunos do Instituto de Matemática e da Escola de Engenharia da UFRJ, desde 
1974. 

Consideramos que o leitor deste texto deve estar familiarizado com o 
Cálculo Diferencial e Integral de funções de uma variável real e com a Geometria 
Analítica do IRº. 

Procuramos motivar, geométrica ou fisicamente, os resultados centrais do 
texto, o que, a nosso ver, facilita a assimilação dos tópicos apresentados. 

O conteúdo aqui exposto é dividido em sete capítulos e um apêndice, como 
passamos a descrever. 

No Capítulo 1, estudamos as funções vetoriais de uma variável real e suas 
aplicações ao movimento em duas e três dimensões. 

No Capítulo 2, determinamos a forma de algumas superfícies, a partir de 
sua equação. Enfocamos, principalmente, os cilindros, as superfícies de revolução 
e as superfícies quádricas. 

No Capítulo 3, introduzimos os conceitos de limite, continuidade e 
diferenciabilidade de funções de várias variáveis, dando maior ênfase às funções 
de duas e três variáveis. 

No Capítulo 4, determinamos os valores máximo e mínimo de funções de 
duas variáveis definidas em regiões fechadas e limitadas do JR’. Analisamos, 
também, a existência de valores máximo e mínimo de funções de três variáveis 
sujeitas a uma ou duas restrições: o método dos Multiplicadores de Lagrange. 

No Capítulo 5, calculamos integrais duplas e triplas e discutimos algumas 
de suas aplicações. 

No Capítulo 6, estudamos as integrais de linha, dando ênfase ao Teorema 
de Green, que relaciona uma integral de linha no plano com uma integral dupla. 
Caracterizamos ainda os campos vetoriais conservativos no IR?. 

No Capítulo 7, abordamos as integrais de superfície, obtendo as duas 
extensões importantes do Teorema de Green, a saber, os Teoremas de Stokes e 
de Gauss. Caracterizamos também os campos vetoriais conservativos no IR”. 

Finalmente, no Apêndice, apresentamos o Teorema da função implícita, 
fornecendo várias versões e interpretações geométricas do mesmo. Como 
aplicação do teorema da função implícita, obtemos uma versão do Teorema da 


função inversa para funções de IR em R?, que facilita o entendimento da mudança 
de variáveis na integral dupla. 

Os teoremas cujas demonstrações fogem ao nível elementar do texto são 
enunciados sem as respectivas demonstrações. Em tais casos, indicamos uma 
bibliografia onde as mesmas podem ser encontradas. 

Os exercícios propostos têm por objetivo complementar e fixar os tópicos 
aqui desenvolvidos, sendo, desta forma, parte do texto. 

Desejamos agradecer aos colegas do Instituto de Matemática da UFRJ 
que, em diversas ocasiões, trabalharam conosco ministrando as disciplinas de 
Cálculo Il e Cálculo II. Em particular, ao Professor Dinamérico P. Pombo Júnior 
pelas relevantes sugestões para melhor compreensão do texto e às Professoras 
Ivone Alves Regal e Maria José C. Maia Monteiro pela resolução da maioria dos 
exercícios propostos. 

Agradecemos, também, às diversas classes de alunos que experimentaram 
as versões preliminares do presente texto e, em particular, ao aluno Aquiles Braga 
Queiroz, responsável pelas figuras nele contidas. 


As autoras 
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CAPÍTULO 1 


FUNÇÕES COM VALORES VETORIAIS 


Neste capítulo introduziremos os conceitos de limite e de derivada para 
funções vetoriais de uma variável real, aplicando-os ao estudo do movimento 


em duas e três dimensões. 


81.1 Funções vetoriais e Curvas parametrizadas 


Definição 1.1: Uma função cujo domínio é um conjunto de números reais e 
cuja imagem é um conjunto de vetores é chamada uma função vetorial. 
Uma função vetorial definida em um intervalo I c IR, com valores em IR, 
é denotada por 
a(t) = (z(t) y(t) z(t) , tel, (1.1) 


onde x(t), y(t), z(t) são funções reais definidas em T. 
O vetor o(t) é representado geometricamente pelo vetor OP, onde P = 


(z(t), y(t), z(t)); ver a figura 1.1. 
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Definição 1.2: O limite de o(t) quando t se aproxima de tı é definido por 
jim a(t) = (jim s(t) , Jim (e), Jim 2(0), 
se im alt); dim ult) e dim z(t) existem. 
Definição 1.3: A função o(t) é contínua em tı € I se,e somente se, 
dim o(t) = o(ty). 


Segue das definições 1.2 e 1.3 que a(t) é contínua em tı se,e somente se, 
x(t) , y(t) e z(t) são contínuas em t. 


Dizemos que a função c(t) é contínua em I se o(t) é contínua Yt € T. 


Quando c(t) é contínua em T, o ponto final P do vetor o(t) = (z(t), y(t), z(t)) 
descreve uma curva C no IR?,ou seja,para cada t € I,obtemos um ponto 


P = (x,y,z) € C, onde 
s=xt) ; v=y(t) e z=z(t). (1.2) 


A equação (1.1) é dita uma parametrização da curva C, as equações 
(1.2) são chamadas equações paramétricas da curva C e a variável t é o 


parâmetro. 


Se eliminarmos o parâmetro t nas equações (1.2) obteremos uma expressão 


cartesiana da curva C. 


Tendo em vista que um vetor do IR? pode ser interpretado como um vetor 
do IR com terceira componente nula, equações análogas às (1.1) e (1.2) podem 


ser definidas para funções vetoriais com valores em Rº. 
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Exemplo 1.1: As curvas Cj e C2, no plano xy, de equações paramétricas 
r=ty==t (teR)ez=t,y=t* (t€ IR), respectivamente, possuem a 


mesma. equação cartesiana, embora sejam curvas diferentes. 


De fato, as curvas Cj e Cy têm a mema equação cartesiana y = 22, A 
curva C; está representada pela parábola y = 22, x € IR, enquanto a curva 


Cy está representada pela porção da parábola y = 22, z > 0 (figura 1.2). 


~À Y 


Figura 1.2 


Exemplo 1.2: Seja L a reta no IR? que passa pelo ponto Py = (20,%0,20) € 
é paralela ao vetor V = (v1; v2, v3) £ 0 (figura 1.3). 
Se P = (x,y,z) € L, então OP = OPs +tV para algum t E Risto é, 


(2,9,2) = (£0, Y0, 20) + t(vr, v2, v3). 
Logo uma parametrização de L é 
o(t)=(zo+tu,yo+tu,zo+tu) , tER. 
Portanto, suas equações paramétricas são: 


zr=ro+tu , y=yltto e z=z% +t, tER. 
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Eliminando o parâmetro t nas equações paramétricas de L, obtemos uma ex- 
pressão cartesiana da reta L. 
Se v1, v2 e vg são não nulos, então 


T-To Y-% Z7- 
v vz v3 


é uma expressão cartesiana da reta L. 


txyan)=p 


Figura 1.3 


Exemplo 1.3: Seja C a curva no plano xy, gráfico de uma função contínua 


y= f(x), x € I. Uma parametrização natural de C é 


a(t) = (t, f(t) , tel. 


A reta de equação 2x — y = 1 , por exemplo, tem uma parametrização 
natural o(t) = (t,2t—1), t € R. Pelo exemplo 1.2, esta reta também pode ter 
parametrização dada por o(t) = (1 +t,1+2t), t € IR, tomando P) = (1,1) e 
Vs (id. 
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Exemplo 1.4: Seja C a circunferência no plano xy de centro na origem e raio 


a (figura 1.4). 


É fácil ver na figura 1.4 que 
x=acos0 e y=asenð, 0<0<2r, 


são equações paramétricas de C. 
Eliminando o parâmetro 6 nas equações paramétricas de C, obtemos a 


equação 22 +y? = a2, que é a equação cartesiana de C. 


Figura 1.4 


Exemplo 1.5: A curva plana C descrita por um ponto P sobre uma cireun- 

ferência quando esta gira ao longo de uma reta é chamada ciclóide.Suponhamos 
que a circunferência tenha raio a e o eixo z seja a reta fixa sobre a qual gira a 

circunferência. Consideremos o ponto P na origem quando o centro da cireun- 

ferência está em (0, a).A figura 1.5 mostra a circunferência depois de o ponto P 

ter girado um ângulo de 8 radianos. 


Na figura 1.5, vemos que 


OT = comprimento do arco PT = af, PQ =asenb e MQ = acosð. 
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Portanto,as equações paramétricas de C são 


v=a(8-sen0) e y=a(l-cos0), 0ER. 


Figura 1.5 


Um esboço da ciclóide pode ser visto na figura 1.6. 


Figura 1.6 


Funções com valores vetoriais 7 


Exemplo 1.6: Um ponto P = (z,y,z) se move em torno do eixo z mantendo 
uma distância constante a > 0 deste eixo. Simultaneamente, ele se move pa - 
ralelamente ao eixo z de modo que sua terceira componente é proporcional 
ao ângulo de rotação com constante de proporcionalidade b # 0. A curva 
descrita por este ponto é chamada hélice circular. Consideremos, no início 
do movimento, o ponto P em (a,0,0). A figura 1.7 mostra o ponto P após 


uma rotação de 0 radianos. 


Se 0 é o ângulo de rotação,temos 


v=acos0 , y=asenô e z=bô. 


tora, br/2) 


(Considerando b > 0) 


Figura 1.7 


Quando 0 varia de 0 a 27,as coordenadas de x e y voltam ao valor inicial 


e z varia de 0 a 2mb.Uma parametrização da hélice é 


o(8) = (acos8, asen 8, bb), OER. 
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Definição 1.4: A derivada da função vetorial o(t) (t € I) é a função veto- 


rial,denotada por o'(t), definida por 


o(t + At) — o(t) 


lia SE 
a= A At 


nos pontos t € 1 para os quais o limite acima existe. 


Segue das definições 1.2, 1.4 e da definição de derivada de uma função real 
que 


o'(t) = (2'(8), v' (tb), 208) 


se x'(t) , y'(t) e 2(t) existirem. 
Dizemos que a função vetorial o(t) é diferenciável em 1 se o'(t) existir Vt € T. 
Dizemos que a função vetorial o(t) é de classe Cl em 1 se a(t) é diferenciável 


em Je o'(t) é contínua em T. 


Há uma interpretação geométrica para o vetor o'(t).Seja C a curva definida 
por o(t).Conforme a figura 1.8,se OP e OQ são os vetores posição correspon- 
dentes a a(t) e a(t + At), respectivamente, então o vetor PQ = OQ — OP é 


1 
uma representação do vetor o(t+ At) —o(t). Segue que ATO corresponde ao 


1 
vetor al + At) — o(t)) e tem a mesma direção do vetor PQ.Fazendo At 
; 1 ] 
aproximar-se de zero,temos que Q tende para P, e o vetor aU e se aproxima 
de um vetor que tem uma de suas representações tangente à curva C no ponto 


P.Por esta razão, nos referimos a o'(t) como vetor tangente à C em P. 
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O resultado deste exemplo é evidente geometricamente quando c(t) é um 
vetor do IR2, pois, se |lo(t)|| é constante, então a curva C definida por o(t) é 
um arco de circunferência com centro na origem.O vetor tangente a C, o'(t), 


é sempre ortogonal ao raio da circunferência, e , daí, a o(t). 


Exemplo 1.8: Determine equações paramétricas da reta tangente à hélice 


rfg) 


definida por o(t) = (cost, sent, t) no ponto Py = (: eTe 


Solução : O ponto P» é o ponto final do vetor o (5). 


nft T G v3 1 ; ; 
O vetor o! (F) (-senZ, cos, 1) ( 991 é tangente à 


hélice em Po. 


Portanto, as equações da reta tangente à hélice em Po são: 


z Vy Sado à G tt ter 


O teorema a seguir estabelece a regra da cadeia para funções vetoriais. 


Teorema 1.1: Se o(u) é uma função vetorial diferenciável em I eu é uma 
função real diferenciável de uma variável real t cuja imagem está contida em 


I, então 


Zou) = E u) Zo. (1.3) 


Demonstração: Se o(u(t)) = (z(u(t)), y(u(t)), z(u(t))), então 


S tuo) = ($ s), $ vt), $ eae). 


Pela regra da cadeia para funções de uma variável real temos 
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d d d d d d 
Sotult) = du (u(t)) g0 E cu TO, É ue) FO) 
= (F (uti), Zeo), Z uw) FOs 


=Z u) FO. 


§1.2 Exercícios 


1. Para cada um dos seguintes pares de equações paramétricas, esboce a curva 
e determine sua equação cartesiana. 

ajz=-1+t , y=2-t, teR. 

b)z=-1+ť , y=2-?, te R. 


c) =cost , = sent, tel. 
dz=t E y=", te R. 
eJr=2-4 , y=1-t, teR. 
f) z= sent , y=cos2t, tel[0,27]. 
g)z=cost , y=-3+sent, tE [0,27]. 
h)z=3cost , y=2sent, tel0,27]. 
i)s=sect , y= tgt, te (-3.7). 

2º 2 


As equações de a),b) é c) representam a mesma curva? 


2. Faça um esboço das curvas definidas pelas seguintes funções vetoriais: 
a) a(t) = (2,1,t), tel. 
b) a(t) = (t,t,t), te [-1,1]}. 
c) a(t) = (2cost,3sent,5), te [0,27]. 
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d) a(t) = (3,cost, sent), te(l0,7]). 
e) a(t) = (t? — 1,2,t), te [0, +00). 


3. Dê uma parametrização para cada uma das curvas. 
a) a reta 2x — 3y = 6. 
b) a parábola x? = 4ay. 


c) a circunferência (z£ — a)? + (y — b}? = r°. 
2 y 

d) a elipse o g>, 
= 2 y 

e) o ramo da hipérbole Z g” 1, z> 


-1 1 -1 
f) a reta m 
g) o segmento de reta que liga os pontos A = (—1,0, 2) e B = (2,3,3). 


4. Uma haste,presa na origem do plano zy,ocupa a posição da reta z = ty.A | 


haste intercepta a reta y = 4 no ponto S e a elipse 4x? + (y — 2)? 


descreve uma curva. 


Figura 1.9 
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a) Escreva equações paramétricas dessa curva, em função do parâmetro t. 


b) Esboce essa curva. 


c) Determine sua equação cartesiana. 


5. Uma haste,presa na origem do plano xy,ocupa a posição da reta que faz 
um ângulo de 9 radianos com o eixo positivo dos x.A haste intercepta a reta 
y = 2a no ponto A e a circunferência z? + (y — a)? = a? no ponto B (figura 
1.10).Quando ô varia, o vértice P do triângulo retângulo APB descreve uma 
curva chamada curva de Agnesi. 


a) Mostre que 
o(8)=(2acotg O, 2asen?0), 0<0<7, 
é uma parametrização da curva de Agnesi, em função do parâmetro 0. 


b) Faça um esboço desta curva. 


c) Determine sua equação cartesiana. 


Figura 1.10 


6. A involuta de uma circunferência é a curva traçada pelo ponto de ex- 


tremidade de um fio quando o mesmo, mantido tenso, é desenrolado de um 
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carretel fixo (figura 1.11). Suponha que o centro do carretel está colocado na 
origem do plano zy e seu raio é a, e que o fio começa a se desenrolar no ponto 
A = (a,0). Mostre que as equações paramétricas da involuta, ao desenrolar 


uma volta do fio no carretel, são: 
z(0) =a(cosð +0sen0) e y(0)=a(send —-Bcos0), 0<0<27m, 


utilizando como parâmetro o ângulo AOT mostrado na figura 1.11. Faça um 


esboço desta involuta. 


Figura 1.11 


7. Uma hipociclóide é a curva traçada por um ponto P sobre uma. cir- 
cunferência de raio b que gira dentro de uma circunferência fixa de raio a, 
a > b.Suponha que a origem é o centro da circunferência fixa, 4 = (a,0) é um 
dos pontos em que o ponto P toca a circunferência fixa, B é o ponto móvel 
de tangência das duas circunferências e que o parâmetro 6 é o ângulo AOB 
(figura 1.12). Mostre que as equações paramétricas da hipociclóide são 


g=(a- b) cos 8 + beos( b 


9) 
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y = (a — b)sen 0 —bsen Eo, 


Figura 1.12 


8. Se a = 4b no exercício 7,temos uma hipociclóide de quatro cúspides ou 
astróide.(Veja um esboço da astróide na figura 1.13.) 


a) Mostre que uma parametrização para a astróide é 
a(0) = (acos? 0,asen? 8) , 0 <8 < 2r. 


b) Determine a equação cartesiana da astróide a partir de suas equações 


paramétricas. 
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(0,0) 


(0,0) 


Figura 1.13 


9. Se o'(t) = (sen ?(t), 2cos?(t)) e a(r) = (0,0), encontre o(t). 


10. A astróide z3 + y3 = 25 tem equações paramétricas x = 2cos?t,y = 
2sen%t, t E [0,27] (exercício 8 ).Escreva uma equação da reta tangente à 


2 T 
astróide no ponto correspondente a t = T 


11. Seja C a curva definida por o(t) = (2cost,1 + 2sent). Determine uma 


equação da reta normal à curva no ponto (v3, 2). 


12. Considere a curva definida por o(t) = (1+2In(1+t),14+(1+t)2), t > —1. 
a) Determine uma equação da reta tangente à curva no ponto (1,2). 
b) Dê uma equação cartesiana da curva. 


c) Esboce a curva. 


13. Mostre que, se o(t) (t € I) é uma parametrização de uma reta , então 


o"(t) é paralelo a o'(t). 
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: 14. Mostre que a reta normal à ciclóide (exemplo 1.5 , seção 1.1) em um ponto 


o P contém o ponto de tangência no eixo x da circunferência rolante que passa 
por P 


15. Seja o(t) uma função vetorial não identicamente nula e de classe C! Suponha 
que o vetor c(t) é paralelo a o'(t).Mostre que existe um vetor constante 4 e 


uma função real positiva f(t) tal que a(t) = Af(t), Yt. 


16. Seja C uma curva parametrizada por o(t) = (x(t), y(t)), de modo que 
o"(t) = = ko'(t) para todo t € IR , onde k é uma constante real. 
a) Determine as possíveis formas de z(t) e y(t). 


b) Que tipo de curva é C? 


17. Seja C a curva parametrizada por o(t) = (cost, sent, 1—2sent), 0 <t < 
2r. 
a) Determine o vetor o'(t). 


b) Determine a equação da reta tangente à curva no ponto (—1,0,1). 


18. Escreva equações da reta tangente à curva do IR? parametrizada por o(t) = 


=(t,1-t2,1) no ponto (0,1,1). 


19. Seja o a função vetorial definida por 


2 1-t 
sp == q). 
al) (rã 1+8 ) 
Mostre que o ângulo entre o(t) e o'(t) é constante, isto é, independe de t. 


20. Considere a hélice definida por o(9) = (acos0,asen6,b9).Mostre que a 
reta tangente, em cada ponto da hélice, faz um ângulo constante com o eixo 


Z, e que o cosseno desse ângulo é —>—=. 
1€ q gu Err 


sa 
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$1.3 Aplicações ao movimento 


Suponha uma partícula se movendo no IR? ou no IRÊ, de tal modo que sua 
posição em cada instante t é dada pela extremidade do vetor o(t).A função o(t) 
é chamada função posição do movimento.Quando t varia num intervalo de 
tempo, a trajetória da partícula é a curva definida por o(t) percorrida no sen- 
tido do crescimento de t.Conceitos físicos tais como vetor velocidade, velocidade 
escalar e vetor aceleração podem ser definidos em termos das derivadas da 
função posição. 

Nesta seção assumiremos que a função posição é diferenciável tantas vezes 


quanto necessário. 


Definição 1.5: Considere o movimento de uma partícula descrito pela função 
posição o(t).A derivada o'(t) é chamada vetor velocidade. O comprimento 
do vetor velocidade, |o'(t)||, é chamado velocidade escalar.A derivada se- 


gunda, g” (t),é chamada vetor aceleração. 


Notação: Denotamos o vetor velocidade por V(t), a velocidade escalar por 


v(t), eo vetor aceleração por A(t). Então, V =0' , v IV] e A=V' =". 


Exemplo 1.9: Uma partícula se move sobre a circunferência «2 + y? = a? no 
sentido anti-horário, com velocidade angular constante de uma revolução por 
segundo, começando no ponto (a, 0) quando t = 0.Determine: 

a)uma parametrização da trajetória tendo o tempo como parâmetro; 

b)V (t) ,ult) e A(t) e mostre que A(t) é perpendicular a V(t); 


c)um esboço da trajetória e as representações dos vetores velocidade e 


1 
aceleração quando t = z 


Funções com valores vetoriais 19 


Solução: a) Segue do exemplo 1.4 que 
z=acosh e y=asend 


são equações paramétricas para a circunferência. Mas,neste caso,0 parâmetro 
8 é função do tempo t. 

Como a velocidade da partícula é uma revolução por segundo, então sua 
velocidade angular 7 é 2m radianos por segundo. Portanto, 0(t) = 27t, visto 


que 9(0) = 0.Logo uma parametrização da trajetória é 
o(t) = (acos2nt , asen2mt), 0<t<1, 
se a partícula percorre a circunferência apenas uma vez. 


b) V(t) = o'(t) = (-2masenZnt, 2racos 27t), 


v(t) = V(-2masen 2mt)2 + (2ma cos 2mt)? = 2ma 
e A(t) = o” (t) = (—4r?acos2rt , —4m2a sen 27t) = —4r?o(t). 


Pelo exemplo 1.7 temos o(t) -o'(t) = 0. Assim, 


A(t) V(t) = (-4mo(t)) o(t) =0, 


mostrando que A(t) e V(t) são perpendiculares. 


c) vo = (-v2ra , v2ra) , AG) = (-2v2m'a , —2vV2r?a), e suas 


representações estão na figura 1.14. 


20 Cálculo diferencial e integral de funções de várias variáveis 


Ati/e) 


Figura 1.14 


Exemplo 1.10: Suponha que um projétil,a uma altura de yo metros do chão, 
é lançado ao ar,fazendo um ângulo de a radianos com a horizontal, com ve- 
locidade (escalar) inicial vo. Desprezando a resistência do ar,podemos supor 
que a única força que atua sobre o projétil é constante, para baixo, e tem 
comprimento mg Newtons; assim, o vetor força é F = (0, —mg). Determine 


o vetor posição do projétil em cada instante. 


Solução: Se o(t) = (x(t) , y(t)) é o vetor posição, temos V (t) = (z'(t) , y'(t)) 
e A(t) = (x" (t) , y” (t)), de modo que a lei de Newton F = mA se torna 


(0, mg) = (mz” , my”). (1.4) 


Deduziremos a expressão da função posição o(t) a partir da equação veto- 
rial diferencial (1.4), juntamente com a posição inicial dada o(0) = (0 , yo) e 


a velocidade inicial V(0) = (vo cosa, vosen a). 
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A equação vetorial (1.4) significa que as componentes correspondentes são 


iguais, isto é, 
mz”=0 e my'=-mg. 


Destas equações segue que q’ é constante (pois sua derivada é zero) e 
y = —gt +c para uma certa constante c. Vemos também que (2'(0) , y'(0)) = 


(vo cosa, vo sen o). Logo, 
z(t)=vwcosa e y(t)=-gt+vsena. 


Como z(0) = 0 e y(0) = yo concluímos que 


2 
z(t) = (vcosa)t e y(t)= E (vo sen a)t + yo. 


§1.4 Exercícios 


Nos exercícios de 1 a 6, o(t) denota o vetor posição de uma partícula se 


movendo, em cada instante t. Em cada caso, determine: 
a) o vetor velocidade V (t); 
b) o vetor aceleração A(t); 
c) a velocidade escalar em t = t; e 


d) dois vetores tangentes unitários à trajetória da partícula em t = tı. 
Trace um esboço da trajetória da partícula e represente geometricamente os 


vetores V (t1) e A(tı). 


T 


1. a(t) = (2+ cos6t, 2+ sen6t), tı = 9 
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2. o(t)=(cos2t, —-3sent), tı =m. 


4. a(t) = (cost, sent, 2), tı = S 


5. o(t)=(1,t—-1, +1), t=2. 
6. o(t) = (3cos2t , 3sen2t , 8t), tı = 


7. Dois carros Rj e Ro percorrem, respectivamente, as estradas BR — 01 e 


BR — 02, tendo seus movimentos descritos por 
a(t) = (10t , 5042) e o2(t)= (7t, 70t- 50) , t>0. 


a) No ponto P onde as estradas BR— 01 e BR — 02 se cruzam está situado 
um posto de fiscalização de velocidades. Encontre este ponto P. 

b) Os dois carros chegam juntos ao ponto P? Se não, qual deles chega 
primeiro? 

c) Sabendo que o limite de velocidade em qualquer estrada brasileira é de 


80 km/h, qual dos dois será multado no ponto P? 


8. Dois carros se movem segundo os seguintes vetores posição: 
oa(=(1+t,2+3) e oMb=(1-t,3+t), t>0. 


a) Mostre que eles nunca se chocarão. 

b) Esboce as estradas sobre as quais eles se movem. 

c) Em que pontos elas se cruzam? 

d) Em que ponto a velocidade escalar do segundo carro é mínima e qual é 


esta velocidade ? 
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9. O vetor posição de uma partícula em movimento é 


()= 1-2 x 
AI! IFR 


a) Mostre que a partícula se move sobre uma circunferência de centro na 


origem. 


b) Em que sentido a partícula se move, quando t aumenta. ? 
c) Há pontos na circunferência que não são ocupados pela partícula quando 


t percorre o intervalo (—o0 , +00) ? 


10. Um objeto inicia seu movimento no ponto (0, —4), e se move ao longo 
d: 

da parábola y = x? — 4, com velocidade horizontal E = 2t — 1. Encontre o 

vetor posição do objeto, os vetores velocidade e aceleração no instante t = 2 e 


represente-os geometricamente. 


11. Dois carros se movem sobre pistas circulares concêntricas de raios 1 km e 
2 km, respectivamente. O primeiro com velocidade angular constante de 
20 rd/h. O segundo, parte do repouso, e mantém aceleração angular constante 
de 40 rd/h?. Suponha que no instante inicial os dois carros estão emparelhados. 
a) Encontre os vetores posição para os dois movimentos. 
b) Quanto tempo leva o segundo carro para se emparelhar novamente com 
o primeiro ? 


c) Ache a velocidade do segundo carro neste instante. 


12. Considere uma partícula se movendo no plano ao longo da curva definida 


por 


a(t) = (t— sent, 1 — cost), 0<t<2m. 


Determine a velocidade máxima da partícula e o instante em que ela ocorre. 
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13. Um besouro parte do centro de um relógio muito grande, ao meio-dia, e 

percorre o ponteiro dos minutos a uma velocidade de 1 cm/s. Suponha que a 
origem das coordenadas está no centro do relógio. Dê as equações paramétricas 
para a posição do besouro em função do tempo. Esboce a curva descrita pelo 


besouro. 
Nos exercícios 14 e 15, despreze a resistência do ar e tome g = 10 m/s?. 


14. Uma menina atira uma bola horizontalmente do topo de um penhasco de 
80 metros de altura, com uma velocidade inicial de 50 m/s. Calcule: (a) o 
tempo de trajeto da bola e (b) a distância desde a base do penhasco até o 


ponto em que a bola atinge o solo. 


15. Todos sabem que David matou Golias com uma pedrada, bem certeira, 
arremessada por uma. funda. O que nem todos sabem é que David estava a 
50,4 metros de Golias no momento em que a pedra foi arremessada, e que 
este corria na direção de David a 4 m/s. Determine as equações paramétricas 
da trajetória da pedra de David, sabendo que ela foi lançada a 45º com a 
horizontal. Qual a distância entre David e Golias quando a pedra atingiu 


Golias ? (Considere desprezível a altura dos dois.) 


Para resolver os exercícios 16 e 17, o aluno deve ter familiaridade com as 


equações diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. 


16. Um objeto com vetor posição o(t) = (x(t) , y(t)) se move ao longo da. 
parábola y = z?—4. Sabendo que a componente horizontal do vetor aceleração 
em cada instante t é —4 z(t), e que no instante t = 0 ele se encontra no ponto | 
(0, —4) com vetor velocidade V(0) = (4, 0), pede-se: 


a) Em que instante o objeto sê encontra no ponto (2, 0) ? E no ponto 
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(-2,0)? 
b)Qual o tempo necessário para o objeto voltar ao ponto inicial (0 , -4)? 


c) Esboce a trajetória do objeto. 


17. Uma partícula partindo do ponto ( 5 i 0) se move com vetor posição 
o(t)= (z(t), y(t)). Sabe-se que o vetor velocidade em cada instante t é 
dado por V(t) = (=y(t), 3x(t)). 

a) Mostre que, em cada instante t, o vetor aceleração é paralelo ao vetor 

posição. 

b) Determine o vetor posição o(t). 

c) Mostre que a curva descrita. pela partícula é uma elipse. 


d)Qual o tempo necessário para que a partícula dê uma volta na elipse ? 


81.5 Comprimento de arco 


Consideremos uma curva definida por o(t), t € [a, b]. Podemos pensar que 
esta curva é a trajetória descrita por uma partícula sé movendo com velocidade 
v(t) = |lo'(t)|]. Qual o comprimento desta curva quando t varia de a até b ? 
Intuitivamente, isto nada mais é do que o espaço percorrido pela partícula no 
intervalo de tempo [a,b], isto é, [w dt. Isto nos leva à seguinte: 

a 


Definição 1.6: Seja C uma curva definida por uma função o(t), a < t < b, 


de classe C1. O comprimento da curva C é definido por 
b 
UC)= | hodt (1.5) 


Esta fórmula ainda é válida se o(t) é C! por partes*. 


“Uma função o(t) ,t € la, b), é dita C? por partes (resp. contínua por partes) se o 
intervalo (a, b] pode ser subdividido num número finito de intervalos fechados de modo que 


a(t) restrita a cada um desses intervalos é de classe C! (resp. contínua). 
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Se C é uma curva em JRÊ, a fórmula (1.5) pode ser escrita na forma 


KC)= f Lv rE dt. 


Quando C é uma curva em IR?, temos 


m j; ' Joay? dt 


A fórmula (1.5) tem uma justificativa baseada no método de aproximação 
por poligonais, como passamos a descrever. Tomemos uma curva C no IRê. 
Te 


Seja P uma partição regular de ordem n do intervalo [a,b], isto é, 


P= ltotiy-vestad 


b-a 
onde stish Saana e At = ty =t = ra 


para O<i<n-l. 
Consideremos a linha poligonal obtida ligando-se os sucessivos pares de 


pontos o(t;) ,o(ty1), 0<i<n—1 (figura 1.15). 


eceee-ss—ee-s 
acto t to tz tni ted 


T(to)=Ota) 


Figura 1.15 
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Quando At é pequeno, o comprimento da linha poligonal é aproximada- 


mente igual ao comprimento de C. 


Mas o comprimento do segmento de reta de o(ti) até o(tiy1) é 


jotta) -00l = V Elti) = rE) + (wti) — lt) + (elton) — 266), 
onde o(t) = (z(t), y(t), z(t)). Aplicando o Teorema de Valor Médio às funções 
z(t) yt) e z(t) em [t;, ti+1], obtemos t} , t? , tê € (ti, ti+1) tais que 
alta) (ti) = L(G) tum = ti) 
Ylti) = ylti) = YÈ) (tit — ti) 
z(titi)— z(t) = 2(88) (tua ti). 
Logo, o comprimento total da linha poligonal é 


ua 
Sn =) lolin — o(t)ll= 


i=0 


n—l 
=E VDP + E HR) (tua ti). 
i=0 


Portanto, o comprimento da curva C é o limite de S, quando n tende para 


+oo, se este limite existir. Como o'(t) é contínua, tal limite existe e 


lim sf Ato + (+ EEP dt. 


n>+00 


Daí, 


O= [| (COP UBS dt 


Exemplo 1.11: Mostre que o comprimento da circunferência de raio r é igual 
a2xr. 
Solução: Consideremos a circunferência C de centro na origem e raio r. 


Podemos parametrizar C por 


o(t) = (rcost,r sent), 0O<t<2r; 
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logo, o'(t) = (—rsent,rcost) e Io(t)|=r. 


Portanto, usando (1.5), o comprimento de C é 
2r 
L(C)= 1 r dt=2r. 
o 
Podemos também calcular o comprimento de C usando a parametrização 
B(t) = (r cos 27t, r sen 27t) , O<t<l. 


Neste caso, B'(t) = (—2rr sen 27t, 2rr cos 27t) = 270'(2mt) e 


IOl = 27|jo'(27t)|| = 27r. Daí, 
1 1 
J IOI dt = f 2mr dt = 2r = L(C). 
0 o 


Note que o(t) e 8(t) podem representar os vetores posição de duas partículas 
que se movem sobre a circunferência C com velocidades diferentes. Como 
acabamos de ver, tal fato não alterou o valor do comprimento da trajetória C. 


Provaremos, no próximo teorema, que esta propriedade sempre se verifica. 


Sejam o(t) (a <t < b) e p(t) (c <t < ad) duas parametrizações de 
classe C! de uma curva C. Dizemos que o(t) e B(t) são parametrizações 
equivalentes se existe uma função h : [c,d] — [a,b], bijetora e de classe C? 
(logo crescente ou decrescente)*, tal que (t) = o(h(t)), c< t <d. 

Se o(t) e B(t) são parametrizações equivalentes e representam os vetores 
posição de duas partículas que se movem sobre a curva C, então a função 
h relaciona as velocidades com que as partículas se movem sobre C, pois 
Bt) = h'(t) o'(h(t)). Além disso, se h é crescente (h'(t) > 0), então a 


partícula que percorre C com vetor posição /3(t) se move no mesmo sentido 


“Se h : [c,d] — [a,b] é bijetora e contínua, então h é uma função crescente ou decres- 


cente.Ver [5], teorema 2.19. 
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“que a partícula que percorre C com vetor posição o(t). Se h é decrescente 


VAO] < 0), elas se movem sobre C em sentidos contrários. 


“ Teorema 1.2: O comprimento de uma curva C independe das parametrizações 
equivalentes escolhidas. i 


Demonstração: Sejam 
o(t) e (z(t), y(t)) (a <t<b) e g(t) = (a(h(t) J; y(h(t)) (e <t< d) , 


duas parametrizações equivalentes de C, onde h : [c,d] — [a,b] é bijetora e 
tem derivada contínua. em [c, d]. 


Pela fómula (1.5), o comprimento de C é 
g UA á 1 $ 
= [eo = f KOL lee) d= 
[ln h'(t) Ilo(n(t))]| dt , se h é crescente 
EE: —h'(t) |o(h(t))| dt , se h é decrescente, 
c 
onde C% é a curva C com a parametrização (t). 
Fazendo a substituição u = h(t) , du = h'(t) dt, e obtemos 
L(Cs) = 
h(d) b 
E o(a) || du=[ lo'(u)| du = L(Co) ,se h é crescente 
h(d) 
le —Io'(w)| du = -f llo’ (u)|| du = L(Cs) ,se h é decrescente, 


onde Co é a curva C com a parametrização o (t). 


Exemplo 1.12: Cálculo do comprimento do gráfico de uma função de uma 


variável real f com derivada contínua no intervalo (a, b]. 
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Solução : Uma parametrização natural para o gráfico G de y = f(x) , a < 


u<b, é 


alt) = (tf), telab). 
O correspondente o'(t) = (1, F(t)) e leWl = vi + FOP. 


Portanto, o comprimento do gráfico de f em [a,b] é 


L(G) = fi + (O)? dt. 


Exemplo 1.13: Determine o comprimento da hélice C parametrizada por 
o(t) = (cos8t, sen3t,4t) , 0<t<47. 

Solução: Como o'(t) = (—3 sen 3t, 3 cos 3t, 4), temos 
llo’ (t)|| = v9sen 23t + 9cos23% + 16 = 5; 

logo, o comprimento da hélice é 


An 
L(0) =j 5 dt = 20r. 
0 


Comprimento de arco como parâmetro 


Consideremos s(t) o comprimento de uma curva C, parametrizada por uma 
função de classe C! , o(t), desde o ponto Po correspondente a t = to até um 


ponto P correspondente a t, t > to. De (1.5) temos 


st) = f ldu 
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A função s(t) é crescente e, portanto, tem uma inversa t = t(s). Isto nos 


permite parametrizar a curva C em função do parâmetro s do seguinte 


modo: 


o(s) = o(t(s)). 


ã ” t 
Exemplo 1.14: Seja C a curva parametrizada por o(t) = (2,5) :st20, 
Encontre equações paramétricas para C tendo s como parâmetro, onde s é o 


comprimento da curva desde o ponto correspondente a t = 0. 


Solução: Como o'(t) = (2t,t?), então |jo'(t)|| = tv +4 = tvt? +4, t > 0. 
Assim, 


t t 
s(t) =[ uviB rá du= > f 2uvu? +4 du = 
0 0 


Lc 2iz5 37t 
=|-xº 4)? 
E à 3“ bi o 
e obtemos 
La 3 8 
)=>5(P+4)2--. 
s) =3 (P+ 
Resolvendo esta equação para t em termos de s, temos 
3s +8 = (t + 4)Ż. 
Conseqüentemente, 
t? +4 = (3s +8)5. 
Como t > 0, obtemos 


t= y (3s+ 8)? — 4. 


Substituindo este valor de t na parametrização dada para C, obtemos 


d)=(aBmi=s e vas altas+ 8)! =a) 


32 Cálculo diferencial e integral de funções de várias variáveis 


Entretanto, nem sempre é possível efetuar estes cálculos.Mesmo que s = 
s(t) seja conhecido explicitamente, pode ser impossível determinar a inversa 
t = t(s). Felizmente, raramente há necessidade de termos o expresso explici- 


tamente como função de s. 


Exemplo 1.15: Um ponto se desloca com vetor posição o(t), t > 0. Seja s 
o espaço percorrido ao longo da trajetória no intervalo de tempo [0, t]. Mostre 


aaa DO q campos 
que o vetor tangente à trajetória E é unitário. 
S 


Solução : Parametrizando a trajetória em relação a s, temos 
o(s) = o(t(s)). 


Por (1.3), obtemos 


do do dt q 
ds dt ` ds ds ` 


do 
Então Ee mra trando a t itári 
ntão — = mostrando que — é um vetor unitário. 
ds — |dof? De as 
dt 


81.6 Exercícios 


1. Encontre o comprimento do caminho percorrido por uma partícula que se 


move ao longo das curvas de equações dadas durante o intervalo de tempo 
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especificado em cada um dos casos abaixo: 


a)o(t) = (e! cost, ef sent) , 0O<t<2. 
bja (t) = (a(cost +tsent), a(sent — tcost)) 0<t<27r. 
c)o(t) = (sent, t, 1— cost) , 0O<t<27m. 
djo(t) = (t, 3t? , 68º), ELEA 
e)a (t) = (t , In(sect), In(sect + tgt)) , 0<t< a 


g. Uma curva tem equação y? = 73. Encontre o comprimento da curva do 


ponto (1, —1) ao ponto (1,1). 


3. Determine o comprimento da astróide ( exercício 8 , seção 1.2 ) quando o 


parâmetro varia no intervalo [ 05 Je 


4. Calcule o comprimento da curva definida por o(t) = (t , 1 — t? , 1) do 


ponto (0,1,1) ao ponto (1,0, 1). 
5. Uma partícula se move ao longo de uma curva definida por 
a(t) = (t — sent, 1 — cost) , 0<t<27. 


a) Determine os instantes t1,t2 € [0, 27] onde v(t) = 1. 


b) Calcule o espaço percorrido pela partícula no intervalo de tempo [ty, t2]. 


6. Dois pontos 4 e B num círculo unitário de centro na origem determinam 
um setor circular AOB. Mostre que o comprimento dó arco AB é duas vezes 
a área do setor AOB. MEC-UFF-NDC- DBT- Biblioteca do Alerrado 


4130 l 370 POLO UNIVERSITÁRIO DE VOLTA REDONDA 
EI 40349 | Código da Obra / Código do Exemplar 
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7. Uma curva C é a união de duas curvas Cy e C2 , onde Cy é um segmento 
de reta e C» é uma porção de circunferência, conforme a figura 1.16. Pede- ! 
se: 

a) parametrize as curvas C1 e Co. 


b) o comprimento total de C. 


Figura 1.16 


81.7 Os vetores tangente unitário e normal principal 


Considere uma partícula móvel com vetor posição o(t), vetor velocidade 
V(t) e vetor aceleração A(t).Se o movimento da partícula é linear ,isto é, se 
a sua trajetória é uma reta,então A(t) é paralelo a V(t) (exercício 13,seção 
1.2). Para um movimento circular com velocidade angular constante, A(t) é 
perpendicular a V(t) (exemplo 1.9, seção 1.3). 

Nesta seção mostraremos que num movimento qualquer,o vetor A(t) é a 
soma de dois vetores perpendiculares um paralelo a V (t) e o outro perpendicu- 


lar a V(t). 
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Com este objetivo, introduziremos um vetor tangente unitário T definido 


j por 
T(t) = 


onde |jo' ()Il # 0. 


Quando uma partícula se move ao 


dente T(t), sendo de comprimento co: 


variação de direção de T(t) é medida 


o'tt) 


TO (1:6) 


ongo de uma curva,o vetor correspon- 
nstante,muda somente de direção. A 


por sua derivada T(t) (como veremos 


adiante). Como T(t) tem comprimento constante, o exemplo 1.7 da seção 1.1 


nos diz que T(t) é perpendicular a pr 
Se T’ (t) # 0,0 vetor unitário na 


principal N à curva e definido por 


N(&) 


A figura 1.17 mostra os vetores T(t) e 


t): 
direção de. T’ (t) é chamado normal 


T” (t) 


ITOT (1-7) 


N (t) no ponto da curva C definida por 


c(t) e o plano determinado por estes vetores. 


Figura 1.17 


O teorema a seguir mostra que o vetor aceleração A(t) é a soma de dois 
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vetores,um paralelo a T(t) e outro paralelo a T’ (t). 


Teorema 1.3: Considere uma partícula se movendo com vetor posição o (t). Se 
v(t) = = ||o'(t) || #0 é a velocidade da partícula, então o vetor aceleração 


A(t) é dado pela fórmula 
A(t) = v'(t) T(t) + v(t) T'(8). (1.8) 
Se T'(t) #0 , temos 


AC) = v (6) TE) + vE) ITE NGE). (1.9) 


Demonstração: Da fórmula (1.6),temos 
o'(t) = v(t) T(t). 
Derivando este produto,encontramos 
A(t) = o" (t) = v'(t) T(t) + v(t) T(t), 
o que prova (1.8).Para provar (1.9), usamos (1.7) para escrever 
T(t) = ITE NGE). 


Este teorema mostra, através de (1.9), que A(t) está sempre no plano 
definido pelos vetores T'(t) e N(t). Os coeficientes de T(t) e N (t) em (1.9) são 
chamados, respectivamente, componentes tangencial (Ar) e normal (Ayn) 


da aceleração. 


A taxa de variação da velocidade contribui para a componente tangencial, 


enquanto a taxa de variação da direção contribui para a componente normal. 
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Este resultado, comprova o fato bem conhecido de que um motorista: deve 


reduzir a velocidade do carro ao fazer uma curva fechada. 


Para uma curva plana, o comprimento do vetor T'(t) é a medida 


da taxa de variação do ângulo de inclinação de T(t). 


Isto pode ser justificado como segue: 
Visto que T é um vetor unitário,podemos escrever 
T(t) = (cos a(t), sen a(t)), 
onde a(t) denota o ângulo entre T(t) e o eixo positivo dos z, como mostra a 


figura 1.18. 


ett)<o 
ult)=-N(t) 
T(t) 


ot) decrescendo 
oi(t)>0 
u(t)=n(t) 


N(t) 


T(t)=(cosœ(t} , sanat) ) 


= 


A(t) crescendo m 


Figura 1.18 


A derivada de T(t) é 
T'(t) = (—a' (t) sen a(t) , a'(t) cos a(t) ) = a'(t)u(t), (1.10) 
onde u(t) é o vetor unitário dado por 


u(t) = (— sen a(t) , cos a(t)) = (cos (a(0)+5) , sen (a(0+5)). 
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Portanto, ||T'(t) || = |a (t) | , o que mostra que || T“(t) || é a taxa de variação 
do ângulo de inclinação de T(t). 

Além disso,como u(t) é perpendicular a T(t), temos: 

Se a'(t) >.0 (o ângulo está crescendo) segue de (1.10) que u(t) tem o 
mesmo sentido de T'(t) e, portanto, N(t) = u(t). 

Se a'(t) < 0 (o ângulo está decrescendo) u(t) tem sentido oposto a T''(t) e, 
portanto, N(t) = —u(t). Isto mostra que N(t) aponta sempre para o lado 


côncavo da curva. 
Exemplo 1.16: Uma partícula se move ao longo da involuta de equações 
paramétricas 


e(t)=cost+tsent , y(t) = sen t — tcos t, t>0. 


a)Determine as componentes tangencial e normal da aceleração. 
b)Faça um esboço mostrando uma porção da involuta próxima ao ponto 


T 


em que t = F e represente os vetores T(G) NG) e AG). 


Solução: a) O vetor posição é o(t) = (cos t + tsen t, sent — t cos t); logo, 


V(t) = o'(t) = (tcos ttsen t) e A(t) = 0"(t) = (=tsent+cost, t cos t+ sent). 


Portanto, v(t) = | V(t) | = t e Ar(t) = v(t) =1. 
Como A(t) = Ar(t) T(t) + An (t) N(t), segue que 


An) = VILAH I? - (Ar)? = 


= V(-tsen t + cos t)? + (tcos t + sen t)? -1=t. 


b) T(t) = TT = (cos t, sen t); assim TG) = (0,1). 
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N(t) = TRAD = (— sen t,cos t); assim NG) = (—1,0) 


E) 
e Ap) =0"(5) = (5.1). 
Uma representação dos vetores TG)» NG) e AG) pode ser vista na figura 


1.19. 


Figura 1.19 


$1.8 Curvatura 


A curvatura de uma curva é a medida da taxa de variação de sua 
direção, tomando esta variação em relação ao comprimento de arco, e não em 
relação ao parâmetro. Se s representa o comprimento de arco medido a partir 
de um certo ponto fixo, então a curvatura k é dada por 


dT 


T (1.11) 


x=] 


Pela regra da cadeia, 


dT dT dt TO) TO) 
ds dt ds ds v(t) ° 
dt 
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se v(t) £ 0. 
Portanto, (1.11) pode ser reduzida a 
= 1T'(6)]] 
k(t) = Do (1.12) 


Quando a curva é plana e tem equação cartesiana y = f(x), a equação 


(1.12) se escreve 


d? 
k(z) = elal (1.13) 
(de 


como o leitor pode verificar sem dificuldade. 


Exemplo 1.17: Curvatura de uma circunferência. Determine a cur- 


vatura da circunferência definida por 
o(t)=(acost,asent), 0<t<27m. 


Solução: Temos o'(t) = (—asent, acos t), v(t)=a, 

T(t)=(-sent, cos t)e T'(t) = (—cost, —sen t). Então obtemos IT || = 
1, e assim k(t) = T 

Isto mostra que a circunferência tem curvatura constante. O inverso da cur- 


vatura é o raio da circunferência. 


Suponhamos uma curva plana C e um ponto P € C tal que k(t) existe 
e k(t) £0. O inverso de k(t) é chamado raio de curvatura de C em P e 
denotado por p(t), isto é, p(t) = a O círculo passando por P de raio p(t) 
e cujo centro está na semi-reta normal que contém N (t) é chamado círculo 
de curvatura. Ele é tangente a Cem P e tem a mesma curvatura da curva 


(figura 1.20). 
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Figura 1.20 


Exemplo 1.18: Se a curva C tem equação zy = 2 , encontre o raio de 
curvatura de C no ponto (2,1). Faça um esboço da curva e do círculo de 


curvatura no ponto (2, 1). 
dy 2 É y 4 


= ; j 2 z 
Solução: A equação cartesiana de C é y = —. Então 
T 


dz x? "de? q? 
Aplicando a fórmula (1.13), temos 
lgl 
k(x) = — 
1+ 4) 
e, portanto, 
1 
o EE e ~ 
i a EA 
(1+4) 
Como o raio de curvatura é p = E então no ponto (2,1) temos p = SE 
p ; ai 
sv5 
Fl 


O esboço pedido é mostrado na figura 1.21. 
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Figura 1.21 


O próximo teorema relaciona a curvatura com o vetor velocidade e o vetor 


aceleração. 


Teorema 1.4: Se uma partícula em movimento possui vetor velocidade V (t), 
velocidade v(t), vetor aceleração A(t) e curvatura de trajetória k(t), então 
Alt) = v(t) T(t) + k(t) v(t) N (t). (1.14) 


Esta fórmula, por sua vez, implica 


LAÇO x V(g| 
O 


onde A(t) x V(t) é o produto vetorial de A(t) por V (t) 


k(t) = (1.15) 


Demonstração: Para provar (1.14), reescrevemos (1.12) na forma || T” (t) || = 


k(t) v(t) e substituímos esta expressão na equação (1.9). 


Funções com valores vetoriais 43 


Para provar (1.15), fazemos o produto vetorial A(t) x V(t), usando (1.14) 
para A(t) e a fórmula V (t) = v(t) T(t) para a velocidade. Isto nos dá 


AxV=vvTxT+kðNxT=kvN xT, 


pois T xT =0. 
Notando que || N x T || = ILN || || T || sen 5 = 1, obtemos || A x V || = kv? ,o 


que prova (1.15). 


Na prática é fácil calcular os vetores V(t) e A(t) ( por diferenciação do 
vetor o(t)); portanto, determinar a curvatura usando a equação (1.15) é mais 
simples do que usando a definição. 


Exemplo 1.19: Uma partícula se move com velocidade constante de 10 
ad 


unidades por segundo, no sentido anti-horário, ao longo da elipse Z + a ni 


Ache o vetor aceleração A no instante em que a partícula passa pelo ponto 


(0,3). 


Solução: Por (1.14), A= v' T+ ku? N. Como v é constante, v’ = 0, e logo 


A=kvN. 
2 


w 


Derivando q + A = 1 implicitamente em relação a x, obtemos 
x 2y dy 
2 “o de» 
de modo que 
dy _ -9% 
dx 4y 


d 
dèy _ -36y + 360 St 
dz? 16y2 E 
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d d 
Assim, quando x = 0 e y = 3, temos z 0e Ia + 
Usando (1.13), obtemos 
d? 3 
E = | E 


Alw 


Quando (x,y) = (0,3), o vetor tangente T é horizontal, de modo que o 
vetor normal principal N aponta para baixo (na direção da concavidade da 


elipse neste ponto). Portanto, no ponto (0,3), N = (0, —1), e daí 


A=kvN= i (10)? (0, —1) = (0, —75). 


81.9 Exercícios 


1. Mostre que a curvatura de uma curva plana descrita por o(t) = (x(t), y(t)) 


é 


r = LOO -vO zH 
oR + vop 


Observe que esta equação se reduz à equação (1.13) quando a curva tem 


equação cartesiana y = f(x). 


2. Seja y = f(x) a equação de uma curva C que tem inclinação igual a 1 em 
T = 
2=0, Se f(x) =z? + a(s), determine a curvatura de C quando 


2=0. 


3. Encontre a curvatura e o raio de curvatura no ponto P dado, Trace um 


esboço da curva e o círculo de curvatura, 
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ajy = e€ 5 P (0,1) 
by =2VT ; P=(0,0). 
ql 
c)y = cost ; P=) 
djo(t) = (2e, 2e™) ; P = (2,2). 


ejo(t) = (dt +e tee -e™) ; P= (2,0). 
fjolt)=(1+2lt,1 +) ; P= (1,2). 
4. Determine o raio de curvatura das seguintes curvas no espaço: 


aJo(t) = (4cost, 4sen t, 4cos t). 
b)o(t) = (e, e™t, V2). 


E y 2 
5. Mostre que a curvatura máxima da curva y = lng é EWEN a qual ocorre no 


ponto (F. 5 In 2) . 


6. As equações paramétricas da trajetória de um cometa são dadas em função 


do tempo por 
z(t) = 200cost e y(t)=10sent, 0<t< 27, 


onde 200 e 10 são medidas expressas em unidades astronômicas (U.A). 
a)Calcule a curvatura da órbita em um ponto qualquer da mesma. 
b)Encontre os pontos de máximo e mínimo para a curvatura. 

Sugestão: O máximo (mínimo) da curvatura k é o mínimo (máximo) do raio 


de curvatura p = F 
7. Seja o(t) = (2t—2sent,2—2cost) , 0 < tł < 2x (ver o exemplo 1.5). 


Mostre que a curvatura é mínima no ponto mais alto da curva, e máxima no 
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ponto mais baixo.Encontre os pontos de velocidade máxima e mínima. Esboce 
a curva, e os vetores velocidade e aceleração nos pontos mais alto e mais baixo 


da curva. 


8. O movimento de uma partícula é dado por o(t) = (3cost,4sen t). Calcule 


o comprimento da componente normal da aceleração no instante t = 0. 


9. Uma partícula se move ao longo do ramo superior da hipérbole y? — q? = 
9 de tal forma que E é uma constante positiva. Encontre o que se pede, 
quando a partícula está em (4,5): o vetor posição, o vetor velocidade, o vetor 
aceleração, o vetor tangente unitário, o vetor normal unitário, as componentes 


tangencial e normal da aceleração, Ar e Ay . 


10. Uma partícula se move sobre a parábola y = z? da esquerda para a direita. 


d 
Quando ela passa pelo ponto (2,4), sua velocidade v é 3 m/se T vale 7 m/32. 


Ache: (a) o vetor velocidade; (b) o vetor aceleração neste ponto. 


11. Uma estrada tem a configuração da parábola 120y = z?. Um caminhão 
está carregado de tal modo que irá tombar se a componente normal da ace- 
leração exceder 30. Que valores da velocidade garantirão uma passagem sem 


desastre pelo vértice da parábola? 


12. Uma partícula se move ao longo de uma curva plana com velocidade 
escalar constante 5. No instante t = 0 ela está na origem V(0) = (0,5) e 
nunca se move à esquerda do eixo y. Em cada instante t a curvatura da curva 
é k(t) = 2t. Se a(t) denota o ângulo que o vetor velocidade faz com o eixo 
positivo dos xz em cada instante t, determine: 

a) a(t) explicitamente como função de t. 


b)O vetor velocidade V (t). 


CAPÍTULO 2 


ALGUMAS SUPERFÍCIES ESPECIAIS 


Neste capítulo daremos uma pequena relação de superfícies que encon- 
traremos frequentemente e mostraremos como determinar a forma de cada 


uma a partir de sua equação. 


$2.1 Planos 


A equação do plano que passa pelo ponto P = (71,1,21) com vetor 
normal N = (a1,02,03) é (a1, a2,a3).(£ — 71,y—y1,2— 21) = 0. Esta equação 


pode ser escrita na forma 
az+by+cz+d=0, (2.1) 


ondea=a,b=az,c=az,ed=-at — ay — 0321. 


Reciprocamente, dada a equação (2.1) com a, b e c não simultaneamente 
nulos, podemos escolher números %1, y1, 21 tais que ax; + by + ca + d = 0. 


Consegiientemente, d = —azxı — by — cz, , e a substituição em (2.1) dá 
ax + by + cz — azı — by — ca =0 

ou, equivalentemente, 
(a,b, c).(£ — z1,Y — y1, Z — 21) = 0. 


Esta última equação é a equação do plano que passa pelo ponto (z1, Y1, 21) 
com vetor normal (a,b,c). Acabamos, assim, de estabelecer o seguinte resul- 


tado: 
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O gráfico em IR? de qualquer equação linear ax + by + cz +d = 0 é um 


plano com vetor normal N = (a,b,c). 


Exemplo 2.1: O gráfico em IR? da equação z = 0 é o plano que contém 
a origem com vetor normal N = (0,0,1). Portanto, este plano é o plano 
coordenado xy. Analogamente, temos que os gráficos em IR3 das equações 


x = 0 e y = 0 são os planos coordenados yz e £z, respectivamente. 


Para esboçar o gráfico de uma equação linear, procuramos determinar, se 
possível, o traço do gráfico em cada plano coordenado, ou seja, a reta segundo 


a qual o gráfico intercepta o plano coordenado. 


Exemplo 2.2: Esboce o gráfico da equação 
2x + 3y + 4z = 12. . (2.2) 


Solução: Para determinar o traço no plano xy, fazemos z = 0 em (2.2) e 
obtemos a reta 2x + 3y = 12 no plano xy. Esta reta intercepta o eixo x no 
ponto (6,0,0) e o eixo y no ponto (0,4,0). De modo análogo, os traços nos 
planos yz e xz são obtidos fazendo, em (2.2), £ = 0 e y = 0, respectivamente, 
obtendo assim a reta 3y + 4z = 12 no plano yz e a reta 2x + 4z = 12 no plano 
az. Estas retas interceptam o eixo z no ponto (0,0,3). A figura (2.1) mostra 


uma porção do gráfico da equação (2.2). 
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” pxesr=iz 


(2x + 3y + 4z = 12) 


Figura 2.1 


Definição 2.1: Dois planos com vetores normais 4 e B são: 
(i) paralelos se A e B são paralelos; 


(ii) perpendiculares se A e B são ortogonais. 


Exemplo 2.3: O plano de equação x = a passa pelo ponto (a, 0,0) e tem vetor 
normal N = (1,0,0). O plano coordenado yz também tem vetor normal N = 
(1,0,0). Assim, o plano de equação x = a é paralelo ao plano coordenado yz- 
Na figura 2.2(1) está esboçada uma porção do gráfico de 2 = a. Analogamente, 
o gráfico de y = b é um plano paralelo ao plano xz, passando pelo ponto 
(0,b,0); e o gráfico de z = c é um plano paralelo ao plano xy,passando pelo 


ponto (0,0,c) (figuras 2.2 (ii) e 2.2 (iii). 
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(z =a) (y=b) (2 =.) 


© G) Gi) 


Figura 2.2 


Exemplo 2.4: Esboce o gráfico da equação y + 3z = 6 


Solução: Este plano tem vetor normal N = (0, 1,3), que é ortogonal ao vetor 
(1,0,0). Portanto, o plano de equação y + 3z = 6 é perpendicular ao plano yz 
e o traço de seu gráfico no plano yz é a reta y + 3z = 6. Note que o traço do 
gráfico no plano zz é a reta z = 2, que é paralela ao eixo zT; e o traço no plano 
xy é a reta y = 6, que é paralela ao eixo z. A figura 2.3 mostra uma porção 


do gráfico da equação y + 3z = 6 e seus traços nos três planos coordenados. 
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(0,6,0) 


(y+32=6) 


Figura 2.3 


Da mesma forma,os gráficos de az +by +d = 0 e ax +cz +d = 0 são planos 


perpendiculares, respectivamente, aos planos xy e zz. 


$2.2 Cilindros e Superfícies de revolução 


Definição 2.2: Um cilindro é uma superfície gerada por uma reta L que se 
move ao longo de uma curva plana C dada, de tal modo que ela permaneça 
sempre paralela a uma reta fixa não situada no plano da curva. dada. A reta L é 


chamada geratriz do cilindro e a curva C é chamada diretriz do cilindro. 


Nos restringiremos apenas a cilindros em que a diretriz C está situada 
em um dos planos coordenados e a geratriz L é paralela ao eixo coordenado 
exterior ao plano. 

A figura 2.4(i) mostra uma porção do cilindro circular reto cuja diretriz 


é a circunferência z? + 22 = 1 e cuja geratriz é paralela ao eixo y. A figura 
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2.4(ii) mostra uma porção do cilindro cuja diretriz é a parábola y = 8r? e cuja 


geratriz é paralela ao eixo z. 


Figura 2.4 


Consideremos o problema de encontrar uma equação para um cilindro com 


diretriz C no plano zy e geratriz paralela ao eixo z. 


Suponhamos que C tem equação F(x,y) = 0, como na figura 2.5. 


P=(X,7,Z) 


0=(x,r,0) 


Figura 2.5 
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Um ponto P = (x,y, z) pertence ao cilindro se e somente se Q = (x,y, 0) 
está em C, isto é, se e somente se as duas primeiras coordenadas x e y de P 
satisfazem à equação F(x,y) = 0. Segue que a equação do cilindro é F(x, y) = 
0, ou seja, é a mesma equação da diretriz no plano xy. 

Podemos então concluir que o gráfico no IR? de uma equação que contém 
apenas duas das três variáveis x, y e z é um cilindro cuja diretriz é uma curva 
no plano coordenado das duas variáveis presentes na equação e cuja geratriz 


é paralela ao eixo associado à variável omitida. 


Exemplo 2.5: Esboce o gráfico em JR? das equações: 


a)z=seny ; b)jz-e"=0, 


Solução: a) O gráfico é um cilindro cuja diretriz no plano yz tem equação 
z = sen y e geratriz paralela ao eixo x. Uma porção do gráfico se encontra na 
figura 2.6(i). 

b) O gráfico é um cilindro cuja diretriz no plano sz tem equação z = e” e 
cuja geratriz é paralela ao eixo y. Uma porção do gráfico se encontra na figura 


2.6(ii). 


Figura 2.6 
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Definição 2.3: Superfície de revolução é a superfície obtida pela rotação de uma 
curva plana em torno de uma reta fixa que pertence ao mesmo plano da curva. A curva 


plana é chamada curva geratriz e a reta fixa é o eixo da superfície de revolução. 


A esfera é um exemplo de uma superfície de revolução, pois pode ser obtida 
girando-se uma semicircunferência em torno de uma reta que contém o seu centro. 
A figura 2.7(i) mostra a esfera obtida pela rotação da semicircunferência x? + 22 = 
12,2 > 0, em torno do eixo x. 

Outro exemplo de superfície de revolução é um cilindro circular reto, para o qual 
a curva geratriz e o eixo são retas paralelas. Se a curva geratriz é a reta £ = k (k > 0) 
no plano zz e o eixo é o eixo z, obtemos o cilindro circular reto mostrado na figura 


2.7(i). 


Figura 2.7 


A figura 2.8 mostra a superfície de revolução obtida pela rotação da curva C, no 
plano yz, de equação z = f(y), em torno do eixo y. 

Observe que a interseção da superfície com qualquer plano perpendicular ao seu 
eixo é uma circunferência, um ponto ou o conjunto vazio. 

Para encontrar a equação desta superfície de revolução, consideremos P = (x,y, z) 


um ponto qualquer na superfície. O plano perpendicular ao eixo de revolução y que 


“Se 
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passa por P intercepta o eixo y no ponto R = (0,y,0) e a curva geratriz C no ponto 


Po = (0,3, f(y)). Como P e Po estão na mesma circunferência de centro em R, temos 
(RP = (RPG, 


ou seja, 
z? +2? = (f(u) - 


Figura 2.8 


Concluímos que a equação da superficie de revolução obtida pela rotação, em 


torno do eixo y, de uma curva no plano yz de equação z = f(y) é 
1+2? = (f(u). (2.3) 


De modo análogo, a equação da superficie de revolução obtida pela rotação, em 


torno do eixo x, de uma curva num dos planos coordenados contendo este eixo é 
P+? = (Fa). (2.4) 


Se o eixo de revolução é o eixo z e a curva geratriz está num dos planos coordenados 


contendo este eixo, a equação da superficie de revolução é 


z? +y? = (f(2)} - (2.5) 


i 


; 
| 
Í 
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i 
Exemplo 2.6: Encontre a equação da superfície de revolução obtida pela rotação da. 


a 
parábola z = z? em torno do eixo z. Esboce o gráfico da superfície. 


Solução: Explicitando z como função de z na equação z = x°, obtemos £ = VZ ou 
z= —yz. Tomando f(z) = yZ ou f(z) = —vZz em (2.5) temos que a equação da 


superfície de revolução pedida é 


| 
PE i 


Esta superfície é chamada parabolóide circular. Seu gráfico é mostrado na 


figura 2.9. 


(2=22+9?) 


Figura 2.9 


Exemplo 2.7: Considere a superfície de revolução de equação ln(z? + 22) = —2y. 


a) Determine o eixo de revolução. 


b) Determine a curva geratriz num dos Planos coordenados que contém o eixo de 


revolução. 


c) Esboce o gráfico da superfície. 


Solução: A equação da superfície de revolução pode ser escrita 


PH? =e”, 
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Esta equação é da forma z? + z? = (f(y))? e, assim, seu gráfico é uma superfície de 


5 evolução que tı 
= f(y) = e”, no plano xy, ou a curva de equação z = f(y) = e”, no plano yz. 


em o eixo y como eixo. A curva geratriz pode ser a curva de equação 


Um esboço do gráfico pode ser visto na figura 2.10. 


(2? +2 = e) 


Figura 2.10 


82.3 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 6, esboce o gráfico da superfície de equação dada. 
1) (a) z = -2 ; (b) y=3 ; (0) 2=4. 
2) (a) r=5 i (b)y=0 ; (c) z=—2. 
3)r+2y-6=0. 
4) 3z -2z - 12 =0. 
5) 2z — öy — 10 = 0. 
6) 2z +y +5z-— 10 =0. 


Nos exercícios 7 a 17, faça um esboço do cilindro de equação dada. 
7) r? +(y- 2} =4. 
8) y? +2? = 16. 
9) 4r? + 92? = 36. 
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10) q? = 9z. 
11) y = e). 
12) z? — 4y =0. 


13) y? - 2º? = 16. 


14) 2? = 4y?. 
i5)yz= 1. 
16) z=lInz. 


17) ll+el= 1. 


Nos exercícios 18 a 23, encontre uma equação da superfície de revolução gerada 
pela rotação da curva plana dada em torno do eixo indicado. Faça um esboço da 


superfície. 


18) z? = 4y no plano zy, em torno do eixo y- 
19)z=4+y? no plano yz, em torno do eixo z. 
20) z? +2? = 16 no plano zz, em torno do eixo T. 
21)2=e* no plano zz, em torno do eixo T. 

22) y?z=1 no planoyz, em torno do eixo z. 


23)y= sen y no plano zy, em torno do eixo y. 


Nos exercícios 24 a 28, encontre uma curva geratriz e o eixo da superfície de 
revolução dada. Faça um esboço da superfície. 
24) z? +2? — y? =0 , com z? +2? <4. 
25) 22 +y? + 42? = 16. 
26) z4 — 1672 = 16y?. 
27) £? +2? = |y]. 


28) z? +4? = -Inz 
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62.4 Superfícies quádricas 
O gráfico no plano xy de uma equação do segundo grau 
Az? + By? + Cry + De +Ey+F=0 


é uma cônica : uma parábola, uma elipse, uma circunferência, uma hipérbole, ou 
alguma forma degenerada de uma dessas curvas, tal como um ponto, o conjunto vazio 
ou um par de retas. 


Uma equação do segundo grau nas variáveis x, y e z tem a forma 
Az? + By? + C2? + Dzy + Ezz + Fyz + Gz + Hy + Iz+J=0, (2.6) 


e o gráfico de tal equação em JIR? é chamado de superfície quádrica. 

Pela rotação ou translação do sistema coordenado do JR?, é possível transformar 
a equação (2.6) em certas formas padronizadas. 

O objetivo desta seção é familiarizar o leitor com as superfícies quádricas mais 
comuns, cuja equação aparece no forma padrão.(As superfícies quádricas que são 
cilindros, cuja geratriz é paralela aos eixos coordenados, já foram analisadas na seção 
2.2.) 

Para visualizar, reconhecer e traçar o gráfico destas superfícies, mencionaremos, 
sucintamente, algumas técnicas básicas. Estas técnicas envolvem a determinação dos 
traços e das seções da superfície. 

Os traços de uma superfície são as curvas de interseção da superfície com os 
planos coordenados. Por exemplo, a equação do traço yz de uma superfície é obtida 
fazendo x = 0 na equação da superfície. As equações do traço zz e do traço ry são 
obtidas de modo análogo. 

Às seções de uma superfície são as curvas de interseção da superfície com os 
Planos paralelos aos planos coordenados. Por exemplo, as equações das seções para- 
lelas ao plano yz são obtidas fazendo x = k(constante) na equação da superfície. As 


outras seções são obtidas de modo semelhante. 
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§2.4.1 Quádricas centrais 


Uma superfície quádrica cuja equação padrão é da forma 


z? y? 22 
to tgtasl (2.7) 


vnde a, be c são constantes positivas, é chamada quádrica central. 

Uma superfície quádrica central apresenta simetria em relação a cada um dos 
planos coordenados (por exemplo, a simetria em relação ao plano xz pode ser verifi- 
cada, observando que a equação (2.7) não se altera quando y é substituído por —y) 
e em relação à origem (a equação (2.7) não se altera se (2.y,2) é substituído por 
(-2,-y,—2)). 

As superfícies quádricas centrais são classificadas do seguinte modo: 

(i) Se os três sinais do lado esquerdo da equação (2.7) são positivos, a superfície é 
chamada elipsóide. 

(ii) Se apenas um dos sinais do lado esquerdo da equação (2.7) é negativo, a superfície 
é chamada hiperbolóide de uma folha. 

(iii) Se dois sinais do lado esquerdo da equação (2.7) são negativos e o outro é positivo, 


a superfície é chamada hiperbolóide de duas folhas. 


O elipsóide 


2 2 2 
asa E x 
Os traços do elipsóide zZ + E + ae 1 nos planos coordenados xy, £z e yz são 
” F -r y i 2 2 i 2 z2 E E 
elipses de equações a2 a [2 2 P aT e bZ + a 1, respectivamente. 


A seção do elipsóide no plano z = k possui equação 


2 2 k2 


Se |k] < c, a seção é uma elipse. Se |k] = c, a seção é o ponto (0.0. k). Se |k] > c. não 
existe interseção. 
De modo análogo, podemos obter as outras seções do elipsóide. Um esboço do 


elipsóide pode ser visto na figura 2.11. 
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Observe que, se a, b e c forem iguais na equação de um elipsóide, este será uma 


esfera e seus traços e seções serão circunferências. 


(0,0,0) 


Figura 2.11 
O hiperbolóide de uma folha 


Suponha que apenas o termo envolvendo z? possua sinal negativo, de modo que 


a equação (2.7) tenha a forma 


g 2 
Os traços da superfície são: o traço xy é a elipse = + 5 = 1 , o traço zz é a 
Em me a 2 27 
hipérbole a 1 e o traço yz é a hipérbole a = 1 


A seção da superfície no plano z = k é a elipse de equação 


As seções da superfície nos planos y = k e z = k são hipérboles ou pares de retas. 


Parte da superfície está esboçada na figura 2.12. 
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Figura 2.12 


Se a = b, o hiperbolóide de'uma folha é uma superfície de revolução cujo eixo de 


revolução é o eixo z. 
O hiperbolóide de duas folhas 


Suponha que apenas os termos envolvendo z? e z2 possuam sinais negativos, de 


modo que a equação (2.7) tem a forma 


2 2 2 
E z 
-3 a 
a b é 
y z2 
Não existe traço zz, e os traços yz e zy são as hipérboles aa = le 
22 3 a c 
“a + WE 1, respectivamente. 
a Po 
As seções da superfície nos planos z = ke z = k são as hipérboles SE [e 
k2 Ru 2 k? 
1 "a Tm E 1+ Z2’ respectivamente. 
g z kR 
A seção da superfície no plano y = k possui equação — +a É bo 
a? 


Se |k| < b, a seção é vazia. Se |k| = b, a seção é o ponto (0, k, 0). A lk| > b a seção é 
uma elipse. 


Parte da superfície está esboçada na figura 2.13. 
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Figura 2.13 


Se a = c, o hiperbolóide de duas folhas é uma superfície de revolução cujo eixo de 


revolução é o eixo y. 


$2.4.2 Cones elípticos 


Uma superfície quádrica cuja equação padrão é da forma 


2 2 2 
g y zoo 
da A 


onde a , be c são constantes positivas e nem todos os sinais do lado esquerdo da 


equação (2.8) são iguais, é chamada cone elíptico. 


Suponha que o cone elíptico tenha equação 


O traço zy é a origem. Os traços zz e yz são os pares de retas concorrentes 


c a g í 
2=+-zez= Eh respectivamente. 


a 
A seção da superfície no plano z = k, k # 0, é uma elipse. As seçõ 
2 2 2 
E io 


planos z = k e y = k, k # 0, são as hipérboles — + + z7 
C 


Tespectivamente. 


r? 
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Parte da superfície está esboçada na figura 2.14. 


E+E-E=0 
(E +6-5-0) 


ar 


Figura 2.14 


Se a = b, a superficie é um cone circular e, portanto, uma superficie de revolução 


cujo eixo é o eixo z. 


§2.4.3 Parabolóides elípticos e hiperbólicos 


Consideremos uma superfície quádrica cuja equação padrão possui uma das 


seguintes formas: 


onde a, b e c são constantes positivas. 

Se os termos do lado esquerdo destas equações possuem o mesmo sinal, o gráfico 
de qualquer uma destas equações é chamado parabolóide elíptico. Por outro lado, 
se os termos do lado esquerdo destas equações possuem sinais opostos, o gráfico de 


qualquer uma destas equações é chamado parabolóide hiperbólico. 
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O parabolóide elíptico 


Suponha, por exemplo, que o parabolóide elíptico tenha equação 


Eos 
e e 
à E - x? y? 
O traço zy é a origem. Os traços rz e yz são as parábolas z = zZ ez = = 


respectivamente. 


A seção da superfície no plano z = k possui equação 


e 2 

Se k > 0, a seção é uma elipse. Se k < 0, a seção é vazia; portanto, a superfície se 

encontra acima do plano zy. As seções nos planos x = k e y = k são as parábolas 
-Ë 2 E k2 

o) = respectivamente. 


Uma parte do apa elíptico é mostrada na figura 2.15. 


Se a = b, a superfície é um parabolóide circular e, portanto, uma superfície de 


revolução cujo eixo é o eixo z. 
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O parabolóide hiperbólico 


Suponha, por exemplo, que o parabolóide hiperbólico tenha equação 


Ea 
“a fre” 
b à 
O traço zy é o par de retas concorrentes y = +-z. Os traços zz e yz são as 
2 2 (a 
T E 
parábolas z = e respectivamente. 


A seção da superfície no plano z = k é uma hipérbole. Se k > 0, a hipérbole 
possui equação -5 + = = k; se k < 0, a hipérbole possue equação 2 — = = |kl. 
As seções nos planos x = k e y = k são parábolas com concavidade para cima e para 
baixo, respectivamente. 

Um esboço de uma parte do parabolóide hiperbólico é mostrado na figura 2.16. 
Observe que nas proximidades da origem o parabolóide hiperbólico tem o formato de 


uma “sela de cavalo ”. 


Exemplo 2.8: Identifique e esboce a superfície quádrica de equação 2? — 97? — 16y? = 


144 
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Solução: A equação dada equivale a 


que é da forma da equação (2.7), cujo lado esquerdo possui dois sinais negativos e um 


positivo; logo, a superfície é um hiperbolóide de duas folhas. 


2 2 


7 > 5 ed z Eq 
O traço zy é vazio, e os traços rz e yz são as hipérboles Mau O le 
z y? 1 
“ — + = l, respectivamente. 
144 9 p 
z? y? k? 
ão d íci l = 12, é a elipse — + = = — -1. 
A seção da superficie no plano z = k , |k| > 12, é a elipse 1619 144 1 


Um esboço do hiperbolóide de duas folhas se encontra na figura 2.17. 


(2? — 9z? — 16y? = 144) 


Figura 2.17 


82.5 Exercícios 


1. Escreva a equação e identifique- a seção de cada superfície quádrica no plano 
indicado. 
a) 22? +3% +22 =6 , v=1 
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z y? 22 
e a q tea 
2 2 
Rigo En = 
c) 9 16 0 y=0 


Nos exercícios 2 a 15: a) determine os traços: b) determine as seções; c) identifique 


a superfície quádrica; d) esboce seu gráfico. 


2) z? +y? +2? =1 , y<0. 
3) 92? + 9y? + 2? = 36. 

4) 4z? — 9y? + 92? = 36. 

5) 472 — 9y? — z? = 36. 

6) «2 + 5y? = 822. 


2 
14) Ache a equação da superfície de pontos P = (x.y. z) cuja distância ao eixo y é 3 


da distância de P ao plano zz. Identifique a superfície. 


15) Escreva a equação da superfície de pontos P = (x,y,z) tais que a distância de P 


ao ponto (0,0,1) é a mesma do que a de P ao plano y = —1. Identifique a superfície. 


16) Mostre que a projeção sobre o plano xy da curva de interseção das superfícies 
2=1-22e2z=q?+y? é uma elipse. 


Sugestão: o que significa geometricamente eliminar z dessas equações? 


CAPÍTULO 3 


CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNÇÕES' 
DE VÁRIAS VARIÁVEIS 


Neste capítulo estenderemos os principais conceitos do cálculo diferencial 
de funções de uma variável às funções de várias variáveis, dando maior ênfase 


às funções de duas ou três variáveis. 


$3.1 Funções de várias variáveis 


Definição 3.1: Uma função real f de n variáveis associa a cada n-upla 
(21,72,---,Zn) E D C IR” um único número real w = f(m,t2,...,Zn). O 
subconjunto D de IR” é chamado domínio da função f. Podemos denotar a 
função f por 

f:iDcrR — R 


(Eisis Tn) o W= f(T Zn). 


Exemplo 3.1: A função z = f(x,y) = é uma função de duas variáveis 


cujo domínio são todos os pontos wie r tais que x £ y, isto é, todos os 
pontos do plano xy que não estão na reta 7 = y. 

A função w = f(x,y,z) = (£? +y? + 22)? é uma função de três variáveis 
cujo domínio são todos os pontos (z, y, z) € IR? para os quais £? + y? + 2? £0, 


isto é, todos os pontos de IR3, exceto a origem. 
Se f: D C R — R, o gráfico de f, denotado por Gy, é o subconjunto 


de IR? formado por todos os pares (x, f (x)), onde x € D (figura 3.1(i)). 


No caso geral, temos a seguinte definição: 
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Definição 3.2: Seja f : D C R” — R uma função de n variáveis. 
Definimos o gráfico de f, denotado por Gy, como o subconjunto de RH 
formado por todos os pontos da forma (71,..., En, f (£1, - - -, En)) E€ IRP*1, onde 


(Z1, <- Zn) E€ D, ou seja, 


Gg = {(21,- -Ens f (£1, -+ -3 2n)) E RH! (E1, -43 tn) € D}. 


No caso n = 2, o gráfico de f é uma superfície em IR? (figura 3.1(ii)). 
Quando n = 3, não é possível visualizar o gráfico da f,visto que este é um 


subconjunto de IRº. 


gráfico de função de uma variável gráfico de função de duas variáveis 
G) (ii) 
Figura 3.1 


Exemplo 3.2: Determine o domínio e esboce o gráfico da função 


f(y) = y1- 2? —y2. 


Solução: O domínio de f é o conjunto de todos os pares (zx, y) € IR? para os 
quais 1- z? — y? > 0, ou seja, o domínio D de f é o disco circular z? +4? < 1, 


de raio 1 e centro na origem. 


Cálculo diferencial n 


Um ponto (x,y,z) pertence ao gráfico de f se, e somente se, (x,y) € D 
ez = f(%,y), isto é z = v1- x7—y?. A condição z = V1->22>92 é 
equivalente às duas condições z > 0 e z? +y? +2? = 1. Deste modo, o gráfico 


de f consiste da porção da esfera z? + y? + 2° = 1 acima do plano xy (figura 


3.2). 


G= VAA) 


Figura 3.2 


Exemplo 3.3: A temperatura em um ponto (x,y) de uma placa de metal 
plana é T(x, y) = 9x? + 4y? graus. 
(a) Encontre a temperatura no ponto (1,2). 
(b) Encontre a equação da curva ao longo da qual a temperatura tem ùm 
valor constante e igual a 36 graus. 
(c) Esboce a curva do item (b). 
Solução: (a) T(1,2) = 9 +16 = 25 graus. 
(b) A curva tem equação T(x, y) = 36, isto é, 9x?+4y? = 36, ou e + £ al; 
à mê 


(c) A curva de equação e + Y =1éa elipse da figura 3.3. 
so g t g 
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Figura 3.3 


Uma curva ao longo da qual a função z = f(x,y) tem valor constante (tal 
como a curva ao longo da qual a temperatura do exemplo anterior se manteve 
com valor constante de 36 graus) é denominada curva de nível ou curva de 
contorno da função f. A equação da curva de nível ao longo da qual a função 


z = f(x,y) assume o valor constante k é 
f(2,y) = k. 


Quando a função f representa a temperatura, as curvas de nível de f são 
chamadas isotermas. Se f representa o potencial elétrico, as curvas de nível 


de f são chamadas curvas eqüipotenciais. 


Suponna que uma superfície S é o gráfico de uma função z = f(x,y). Sea 
interseção da superfície S com o Plano, paralelo ao plano xy, de equação z = k 
é não vazia, então ela é uma curva cuja projeção no plano zy é a curva de nível 
f(x,y) = k. A cada ponto desta curva de nível corresponue um único ponto 


na superfície S que está k unidades acima do plano xy, se k for positivo, ou k 


Cálculo diferencial a 


unidades abaixo dele, se k for negativo. Ao considerarmos diferentes valores 
para a constante k, obtemos um conjunto de curvas de nível. Este conjunto 
de curvas é chamado mapa de contorno da superfície S (figura 3.4). 

Tal mapa de contorno nos facilita a visualização da superfície, como se 
estivéssemos sobre ela. As curvas são mostradas, em geral, para valores de z 
em intervalos constantes. Quando as curvas de nível estão juntas, os valores 
de z mudam mais rapidamente do que quando elas estão afastadas, ou seja, 


quando as curvas de nível estão juntas a superfície é “íngreme”. 


(F(z,9) = 2? +y? =k) 


Figura 3.4 


Exemplo 3.4: Seja f(x,y) = 4-— x? — y. Faça um mapa de contorno de f, 
mostrando as curvas de nível de f em 5,4,3,2,1,0,—1. Faça um esboço do 


gráfico de f. 


Solução: As curvas de nível da f são as parábolas 
y= -r + (4— k). 


À figura 3.5 mostra um mapa de contorno de f. 
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Figura 3.5 


O gráfico de f é a superfície de equação z = 4 — z? — y. O traço zy da | 


superfície é a parábola y = 4 — 22, o traço Tz é a parábola z = 4= z? e o traço | 
yzéaretaz=4-y Um esboço da superfície z = 4 — z? 


figura 3.6. 


— y é mostrado na ` 


(2=4-22 9) | 


Figura 3.6 
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Quanto às funções de três variáveis w = f(x,y,z), não podemos visu- 


alizar seu gráfico. No entanto, podemos considerar as superfícies de equação 


Rai 2) = k, quando k varia no conjunto imagem de f. Estas superfícies são 


amadas superfícies de nível para f. 


Toda superfície definida por uma equação em x, y e z pode ser considerada 
uma superfície de nível de alguma função f de três variáveis. Por exemplo, 
"a superfície do exemplo 3.4 (esboçada na figura 3.6) é a superfície de nível 


É t0,0,2) = 4, ondo g(2,4,2) = ay + 
Exemplo 3.8 : Descreva as superfícies de nível de f(z, y, 2) = £? +y? — 22. 
Solução: As superfícies de nível possuem equação 

z? + y? -z2 =k. 


Se k > 0, a superfície de nível é o hiperbolóide de uma folha (figura 2.12) 
z2 2 2 


E o zo 
de equação E + E E =1. 
Se k < 0, a superfície de nível é o hiperbolóide de duas folhas (figura 2.13) 
2 2 2 
a y z 
de equação -> -ir + =1 
lk| ik] Ik] 


Se k = 0, a superfície de nível é um cone circular de equação x? + y? — 2? = 


0 (figura 2.14). 


83.2 Exercícios 


1. Descreva o domínio das seguintes funções: 


a)z= yr }y- 1. 
bz=vy-1l-a2, 


5ln(x +y) 


ee e e 
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d) z = y2y - 1? — y2. 


2. Considere a superfície S, união de S} e S2, onde S4 tem equação r? +y? =4 
com 0 < z < 2, e S2 é o gráfico da função z = yz? +y? definida no conjunto 
D, onde D = {(x,y) € IR? | 4 < £? +y? < 25}, 

a) Esboce a superfície 94. 

b) Esboce a superfície S2. 


c) Esboce a superfície S. 


3. Seja S a superfície definida por z = 2 + yx? ¥ y2. 
a) Identifique a interseção de S com o plano z = k, quando k<2,k=2e 
k52: 
b) Identifique as interseções de S com os planos zz e yz. 


c) Faça um esboço de S. 


4. Dada a funçãof (z, y) = z » pede-se: 


22 +y 
a) As equações das curvas de nível z = p= 4ez=9. 
b) A equação e o esboço da curva de nível que contém o ponto (0,2). 


c) Um esboço do gráfico da função. 


a 


Considere a superfície z = f(x,y) , onde 


8-2 -y2. , y4 
Ha,y) = 
v+y Da. 


Pede-se: 
a) As interseções da superfície com os planos z = 8 ,2=6,2=0,0=0 
ey=0. 


b) Um esboço da superfície. 
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6. Seja (2,9) = 10 — z — 9º. 
a) Represente o domínio de f no plano xy e determine a imagem de f. 


b) Identifique as interseções do gráfico de f com os planos z =0,2=1, 


z=2,y=0e7=0. 


c) Faça um esboço do gráfico de f. 


7. Nas figuras 3.7 (i) e (ii), estão representadas , respectivamente, curvas de 
nível e superfícies de nível das funções f(x,y) e g(x,y,2). Escreva expressões 


adequadas para f e g. 


k=0 ksi k=2 k=5 ke4 


Figura 3.7 


8. Esboce o mapa de contorno e o gráfico das seguintes funções: 


a) HMoy)=2+9". 
b) f(z,y) = vVy= 1-2. 
c) F(x,y) = Vy = 2 -y . 
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6-22-y? > PHP ZA, 


4- vis, Pp aA 


[24 — 61? — 2y? 
9. Saaz = f(ity)= F y e 


a) Determine o domínio da função f e esboce o seu gráfico. 


d) f(x,y) = 


b) Encontre a curva de nível C da função f que contém o ponto P = 
6 3v2 
EME 

c) Dê uma parametrização para a curva C do item b). 


d) Calcule o comprimento da reta tangente à curva C no ponto P com- 


preendida. entre os eixos coordenados. 


T-V +y ,0<27+y2<16, 


v25- 7 =% ,16<2? +y? <25. 


10. Considere a função z = f(z, y) = 


a) Esboce o gráfico de z = f(z, y). 
b) Identifique a curva de nível que contém o ponto P = (1,3). 


c) Dê uma equação da reta normal à curva de nível do item b) em Ph. 


11. A temperatura num ponto (x, y, z) é dada por T(x,y,2) = et" 
graus. Identifique a superfície do IR? cujos pontos possuem temperatura igual 


à temperatura do ponto (—1, —1, 1). 


12. Descreva o domínio e as superfícies de nível das funções abaixo. 
a jend = (pra 
b) f(z,y,2) = In(z? +y? +2? — 1). 
c) f(z,y,z) =£? +y? — (2 -1}. 
d) f(z, y, z2) =£? +22- e. ` 
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$3.3 Limite e Continuidade 


Um ponto variável x no eixo coordenado pode se aproximar de um ponto 
“fixo zo de dois modos: à direita de zo ou à esquerda de xo. Um ponto variável 
(2,4) no plano coordenado pode se aproximar de um ponto fixo (xo, yo) por 


um número infinito de caminhos; veja alguns deles na figura 3.8. 


Figura 3.8 


Diremos que (x,y) se aproxima de (z0, yo) se a distância entre eles tende 
a zero independentemente do percurso feito por (x,y), onde a distância entre 


(x,y) e (£0, y0) é dada por 


Iz, y) — (xo, y0)Il = y (2 — zo)? + (y — vo)”. 


Recordemos que, para funções f de uma variável real, podemos falar do 


limite de f(x), quando x tende a xo, mesmo quando f não está definida em 
to. É necessário apenas que f esteja definida em intervalos abertos da forma 
To-r <T < To u To < T< To tr. 

Analogamente, para definir o limite de uma função f(x,y) de duas variáveis 


reais, quando (x, y) tende a um ponto fixo (z9, yo), não é necessário que f(x, y) 
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esteja definida em (zo, yo). Exigimos apenas que (£o, yo) seja um ponto de 
acumulação do domínio D de f, isto é, que cada bola aberta de centro em 
(zo, y0) e raio r > 0, denotada por B,(xo,yo), contenha pelo menos um ponto 


de D distinto de” (zo, yo), onde 


B,(z0, y0) = ((2,9) € R? ; ||(z£,y) — (z0, yo) || < r}. 


Definição 3.3 : Sejam z = f(x,y) uma função real de duas variáveis definida 
em D C IR? e (zo,y) um ponto de acumulação de D. Dizemos que o limite 
de f(x,y) quando (x,y) tende a (z0, y0) é o número L, e escrevemos 

cn ENDL ou (fæ) >L se (259) > (20,10) 
quando 


2; L|=0* 3.1 
Wma) Eno) emen td) 


(figura 3.9). 


Figura 3.9 


“Isto significa que para cada e > 0, existe é > 0 tal que para todo (x,y) pertencente ao 


domínio de f que está em Ba(zu, yo) tem-se |f (x,y) —L|<e. 
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A definição 3.3 pode ser estendida às funções de três variáveis. Neste caso, 
palmo, yo, 20) = (2,92) € IR? ; |l(x:,y,2) — (20, yo, 20)|] = 


Vem to)? FU- yw) +e- w) <r}, e 


lim f(z,y,z)=ĠL significa que 


(z,y,z)—>(z0,y0,20) 


lim z,y,z)— L|=0. 
leng- eaa 1 (22368) — 2] 


Podemos mostrar, através de argumentos semelhantes, que todas as pro- 
priedades de limite de funções de uma variável se estendem às funções de várias 
variáveis. Por exemplo, o limite da soma, diferença, produto ou quociente é a 


oma, diferença, produto ou quociente dos limites, respectivamente, contanto 


que esses limites existam e que os denominadores não se anulem. 


3y? 
Exemplo 3.9: Seja f(x,y) = 222y — ——. Calcule: lim z,y). 
P ja f(z,y) e Ea y) 


Solução: Usando as propriedades de limite para funções de duas variáveis, 


' temos 
: 3y? 3(22) 
l 2g? 2(—1)°2 8. 
u Eta TUS e y (a) -1+2 
2-y? 
“Exemplo 3.10: Seja f a função definida por f(x,y) = -z Ty 
Try 


a) Calcule o limite de f(x,y) quando (x,y) tende a (0,0) ao longo de cada um 


dos seguintes caminhos: (i) eixo dos 2 ; (ii) eixo dos y ; (iii) da reta y =. 


: b)Existe à lima 5 f(x,y) ? Em caso afirmativo, qual o seu valor? 
z,y)>(0, 


Solução: 
a)(i) Sobre o eixo x, y = 0 e f(z,y) = f(z,0) = 
Portanto, lim f(z,0)=1. 

fer 


z? —0 
z? +0 


=1 , paraz #0. 
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0-2 
(ii) Sobre o eixo y, x = 0 e f(x,y) = f(0,y) = Ee = —1, para y # 0. 
Portanto, lim f(0,y) = —1. 
f r? — r? 
(ii) Sobre a reta y = x, f(x,y) = f(z,z) = aras 0, para £ É 0, 
Portanto, lim f(z;x)-= 0. 
b) Visto que os limites (i), (ii) e (iii) não coincidem, f(x,y) não 
(ento, 0) 


existe. 


O exemplo anterior sugere que uma maneira eficiente de se mostrar que 


lim f(x,y) não existe é mostrar que f(x,y) tende a limites diferentes 
(zy)—(zosyo) 
quando (x,y) tende a (£0, y0) por dois caminhos diferentes. 
a 
qi +y? 
a) Calcule o limite de f(x,y) quando (x,y) tende a (0,0) ao longo da reta 


Exemplo 3.11: Seja f a função definida por f(x,y) = 


y=ma. 


b) Calcule o limite de f(x,y) quando (z, y) tende a (0,0) ao longo da parábola 


y= z. 
c) Existe lim z,y)? 
) (z,y)—=(0,0) fy) 
Solução: 

mr? ma 
a) Sobre a reta y = mz, f(x,y) di mz) rm pnä para 
a 0. Logo, lim f(z, mz) = lim, And O 

4 

b)Sobre a parábola y = 22, f(x,y) = f(z,z?) = e = 3 , para x £ 0. 


. 1 
Logo, lim f(z, x?) = 3: 


c)Visto que os limites dos itens a) e b) são diferentes, i lim, d f(x,y) não 
z,y)—>(0, 
existe. 


2r°y 


Exemplo 3.12: Seja f(x,y) = FÃ 
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a) Calcule o limite de f(x, y) quando (x, y) tende a (0,0) ao longo: (i) de cada 
reta que passa pela origem e (ii) da parábola x = y. 
i li y)? E afirmativo, qual i ? 
b) Existe a f(x,y) m caso afirmativo, qual o seu valor 
Solução: 
a)(i) Sobre o eixo y, z = 0 e f(x,y) = f(0,y) = 0, para y # 0. Portanto, 


lim f(0,y) = 0. 
y~>0 


3 


2mz 2mz 


372 +3m2z? 3+8m 


Sobre a reta y = mz, f(x,y) = f(z, mz) 5» para 


20. Portanto, lim f(£,mz) = 0. 


5 3 


2y 2y 
3yt + 3y? 3y? +3’ 


(ii) Sobre a parábola x = 42, f(x,y) = f(y2,9) = 
para y £ O. Portanto, lim F(y2,y) = 0. 
y> 


b) Ao longo de todos os caminhos do item a) , o limite é o mesmo, zero. Isto 


nos leva a suspeitar que o limite existe e é zero. Nossa suspeita é confirmada 


a seguir: 
2r?°y 2 ey 
Fen 0 = yl=|52732|> 322492 
Como z? < x? + y?, obtemos 
2 
le )l < 3lyl- (3.2) 


Visto que |y] <v22+? = |(2,9) — (0,0)]l = |(x, y)||, segue de (3.2) que 
f(x, y)| < 5 (£, v)|| ; portanto, |f (z, y)| — O quando ||(z,y)|| = 0. 


Definição 3.4: Sejam f uma função real de duas variáveis e (xo, yo) um ponto 


do domínio de f. Dizemos que f é contínua em (£o, yo) se 


lim f(x,y) = f (zo, 40). 
(zy)—> (z040) 
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Se f é uma função de três variáveis, f é contínua em (zo, Y0, Z0) se 
lim f(x,9,2) = f(xzo, yo, 20). 
(xy2)=(z0,g0,20) 


Dizemos que f é contínua em D se f é contínua em todos os pontos de D, 


272y ` wo 
Exemplo 3.13: Seja f(z, y) =} 3r? +32 ’ pe) 3# (0,0); 
0 » se (x,y) = (0,0). 
Decida se f é contínua em (0,0). 


a : 22?y 
Solução: Como f(0,0) = 0 e em PEET 


exemplo 3.12, concluímos que f é contínua em (0,0). 


= 0, como foi mostrado no 


Exemplo 3.14: Seja f a função definida por 


O jus Dar aid 
y se 2 +y<l, 

f(x,y) = 
, se r +y >l. 


Mostre que: 
a) f é contínua nos pontos (£o, y0) € IR? tais que zo? + vo £L 


b) f é descontínua nos pontos (£0, y0) € IR? tais que zo? + yo? = 1. 


Solução: a) Considere um ponto (z0, yo) tal que xo? + yo? £ 1. 


Se xo? +y? <1, lim  f(z,y) = z0? + y? = f (z0, y0). 
(zy)—[(zoryo) 


Sexo? +y? >1, lim fay)=0=f(xo,y). 
(z,y)—=(z0,y0) 


Logo, f é contínua nos pontos (£0, yọ) tais que xo? + yo? £ 1 . 
b) Considere, agora, um ponto (£o, yo) tal que xo? + yọ? = 1. 
Então 
lim f(z, = dm (2? +y?) =r +y =1 (3.3) 


(m)>(zosyo) 
(z;y)-"zosyo) 


(22+y2<1) 
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lim fley)= lim 0=0. (3.4) 
(2:30) = (zoo) 
(2)>(zo,y0) 
(22+y2>1) 


Como os limites obtidos em (3.3) e (3.4) são diferentes, concluímos que 


lim f(x,y) não existe e, portanto, f não é contínua em (zo, yo). Um 
(zy) (z090) 


esboço de uma porção do gráfico de f pode ser visto na figura 3.10. 


Figura 3.10 


A soma, diferença, produto e quociente de funções contínuas de várias 
variáveis são funções contínuas. Isto é conseqüência das propriedades, ante- 
riormente mencionadas, de limite da soma, diferença, produto e quociente de 


funções de várias variáveis. 


§3.4 Exercícios 


l. Calcule os limites abaixo, usando as propriedades de limite. 
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eres A à vê + az? 


ak lim == b) lim =. 
(2y)>(0.0) cos T + sen y (2y.2)(0,-1,0) T? + yY? +22 


2. Determine se lim f(x,y) existe nos seguintes casos: 
(zy)=>(zoyo) 


2412 2 
afes) = apos leow = (0,0) DEN = os ss Cowo) = (0, 


(gy) = eras Cow) = (0,0) AH) =, 


(xo, vo) = (1,9, 


Para as funções a), b) e c) deste exercício, defina f(0,0) = 0. Estude a 


continuidade de f em (0,0), nos três casos. 


3. Mostre que f(x,y,z) não existe nos seguintes casos: 


lim 
(z,y,z)—(0,0,0) 


24202 24252 
E Tyz 
a) Tem a ; b) Feye) = ra: 


4. Discuta a continuidade das funções abaixo: 


zy 
a)f(z,9) = 4 E hl «se (x,y) # (0,0), 
E : se (2,4) = (0,0). 

3,2 
b)f(x,y) = ER » se (x,y) # (0,0), 
0 «se (x,y) = (0,0). 

r3 


die pap 7 (z, y) # (0,0), 


0 , se (x,y) = (0,0). 
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3.5 Derivadas parciais e Diferenciabilidade 


Se y = f(z) é uma função real de uma variável real, sua derivada é 


efinida por 
dy j tm LETAN- Al) 
dz 


Az>0 Az 


pode ser interpretada como a taxa de variação de y em relação a s. No 
“caso de uma. função z = f(x,y) de duas variáveis independentes, necessitamos 
e uma definição semelhante que determine a taxa com que z muda quando 
e y variam. O procedimento é fazer com que apenas uma variável varie 
e cada vez, enquanto a outra é mantida constante. Especificamente, para 
ções de várias variáveis, derivamos em relação a apenas uma variável por 


vez, considerando todas as outras como constantes. 


efinição 3.5: Sejam z = f(x,y) uma função de duas variáveis reais e (£0, y0) 


um ponto do domínio de f. A derivada parcial de f em relação a x no 


“ponto (zo, yo) é definida por 


of 


of Fíxo + Az, yo) — f (z0, Y0) 
dz ý 


= li 
(zo, vo) ADO Az 


este limite existir. 


of 


As notações mais usadas para representar esta derivada parcial são: A 
T 


Oz 
do tro dm 


Analogamente, a derivada parcial de f em relação a y no ponto (7o, Yo) 


definida por 


of . f(zo,yo + Ay) — f (z0, Y0) 
= 1 
By (zo, yo) Aa Ny i 


Se este limite existir. 
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ar 


As notações mais usadas para representar esta derivada parcial são: o 
Y 
Oz 


dy tro 


Segue da definição 3.5 que para se calcular Pf rowo) fixa-se y = y9 em 
z = f(x,y) e calcula-se a derivada de g(x) = f(z,yo) em x = zo, ou sej 
dao, vo) = 9'(x9). Por outro lado, para se calcular S (ao, Yo), fixa-se z = 2 
em z = f(x,y) e calcula-se a derivada de h(y) = f(z0,y) em y = yo, OU seja, 
of s 
dy (z0; y0) = h'(yo). 


Exemplo 3.15: Seja z = f(x,y) = arctg (x? + y?). Calcule E (2,9) e 


Oz 
ge y). 


= z a À 
Solução: Para calcular (x,y), devemos considerar y como constante e 


dz 


derivar z = arctg (x? + y?) em relação a z; logo, 


ÈZ iy ) 2x 
TOE ETEESI 


Considerando z como constante e derivando z = arctg (x?+y?) em rel: 


a y, obtemos 


ôz 2y 
age”) FEF 
Aaa 
COM se (2,9) + (0,0), 
Exemplo 3.16: Seja f(z,y)=4 7 +y 


a O - o 


0 » se (x,y) = (0,0). 
E 


ai Lo, y): 
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30222 +y?) — 22(13 — y?) at + 32y? + 2y? 
EETA rp 


7,4) 
Para (x,y) = (0,0), temos 


 F(Az,0)-f(0,0) (AO 
ph Az = Aay 


ogo, à 0,0) = 1. Portanto, 


a! + 302yº + 22y? 
E , se (x,y) # (0,0), 


1 se (x,y) = (0,0). 
b) Nos pontos (x,y) # (0, 0), temos 
yr) — 2y(2? - 4?) _ _22°yl +z) 


dy (73) = CETA CETA 


Para (x,y) = (0,0), temos 


.  f(0, Ay) - f(0,0) _ 
AR, Ay As Ay 


1 ð A P 
Como lim —-— não existe, concluímos que P (0.0) não existe. Segue 


ue 


ð 2z?y(1 
9) = E se (2,0) # (0,0) 


Funções com valores vetoriais 9 


Figura 1.8 


Exemplo 1.7: Seja o(t) uma função vetorial diferenciável num intervalo 
T.Mostre que se o comprimento do vetor o(t) é constante em I,então o(t) - 


o'(t) = 0 em T.Em outras palavras,o(t) e o'(t) são ortogonais em 1. 


Solução : Por hipótese, 


lol)? = 2, 
para algum a > 0.Fazendo o(t) = (x(t), y(t), z(t)), a última equação se escreve 
z? (t) + y(t) + 22(t) = 02. 
Derivando implicitamente esta equação em relação a t, obtemos 
2o(t)a'(t) + 2y(t)y (t) + 2z(t)z'(t) =0, 


isto é, 


o(t)-o'(t) = 0. 
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as 
variáveis é análoga àquela para função de uma variável real. O gráfico de uma 


A interpretação geométrica das derivadas parciais de uma função de dy 


função de duas variáveis é uma superfície de equação z = f(x,y). Seja (xo,y 


um ponto no plano xy e Po = (zo, yo, f(zo,Y)) o ponto correspondente 


superfície. Manter y fixo igual a yo significa interceptar a superfície pelo plano 
y = y. A interseção é uma curva de equação z = f(x, yo) neste plano. 0 

E ð ; : É 
número as (xo, Yo) é o coeficiente angular da reta tangente a esta curva quando; 


ðr 
x = zo. Assim, na figura 3.11, temos 


ô 
PE Cro, Yo) = tga. 


Analogamente, a interseção da superfície z = f(x,y) com o plano x = zo é 


a curva de equação z = f(x9,y) e o número —— (z0, yo) é o coeficiente angular 


dy 
da reta tangente a esta curva quando y = yo. Na figura 3.11, 


PE aow) = tg. 


Figura 3.11 
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Agora, estendamos o conceito de derivada parcial para funções de três 


jáveis reais. 
Sejam w = f(x,y,2) uma função e (xo, Yo, 20) um ponto pertencente ao 


mínio de f. A derivada parcial de f em relação a x no ponto (z0, Y0, z0) é 


f (£o + Az, y0, zo) — $ (z0, Y0, 20) 
Az>0 Ar i 


este limite existir. 


Analogamente, 
of .  f(£0, y0 + Ay, 20) — f (£0, Y0, 20) 
dy (z0, Y0, 20) = Aa E” 


— Flxo,y0,20 + Az) — f (z0, Y0: 20) 
2>0 Az A 


ð 
SL royo, 20) =A 


se estes limites existirem. 
p—y+z 


xemplo 3.17: Calcule as derivadas parciais da função f(x,y,z) = Ze 


í a 3 ` 
Solução: Para calcular Ha y, 2), devemos considerar y e z como constantes 
e derivar f(x,y,z) = xer-vtz em relação a z; logo, 


t—y+z + ger vt, 


of E 
rA = 


Considerando x e z como constantes, obtemos 


of = —ger vt 
dy (782) = gett, 


Finalmente, 


of E mn z—y+z 
oz (x,y,z) = ze A 
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De maneira intuitiva, podemos dizer que uma função y = f(x) é dife- 
renciável em zo se existe uma reta não vertical passando pelo ponto (xp, f (20) 
que se confunde com o gráfico de f “nas proximidades ” do ponto (xo, f (xo) 

Esta idéia intuitiva pode ser traduzida analiticamente como passamos 
descrever. 

Uma função f : U C R — R é diferenciável em to EU se, e só se, existe 


uma reta de equação L(z) = f (zo) + m(z — zo), m =constante real, tal que | 


f) -L(z) _ tim 162) — f(@0) - m(z — xo) 


lim 
z>ro tz THzo T— To 
= Im Flxo + Az) — F(xo) - mAz o. 
Az>0 Ar 


Consegiientemente, f é diferenciável em To se, e só se, f'(£o) existe; neste, 
caso, f'(z9) = m. 

Observe que a diferença E(x) = f(x)-L(x) é o erro cometido ao se calcula; 
o valor aproximado de f(x) na reta L(z). Logo, dizer que uma função y = Fx) 
é diferenciável em zo significa que lim eli) m Ble tAz) 


= 0, 
T>z0 T — To Az>0 Az 
ou seja, o erro na aproximação de f(z) pela reta L(x) tende a zero mais 


rapidamente do que x tende a To, quando x tende a zo. 


Novamente, de modo intuitivo, podemos dizer que uma função de duas 
variáveis z e y é diferenciável em (zo, yo) se existe um plano não vertical con- | 
tendo (zo, y0, f (z0, yo)) de equação z = T(z, y) = (z0, yo) +a(z—zo)+b(y—o) | 
que se confunde com o gráfico de f “ nas proximidades ” de (zo, yo, f (£0, yo). 


Estamos, agora, em condições de definir diferenciabilidade para funções de 


duas variáveis reais. 


Definição 3.6: Sejam z = f(x,y) uma função definida num conjunto aberto* 


UCR e (zo,y0) € U. Dizemos que f é diferenciável em (z0, y0) se, e só 


“Um conjunto U C IR” é dito aberto se para todo X € U existe r > 0 tal que B(X)CU, 
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existem constantes reais a e b tais que 


lim E(zo + Az, yo + Ay) _ 
(Azasj>00) (Az, Ay)|| i 


de Elxo + Az, yo + Ay) = f(zo + Az, yo + Ay) —(f(xo, yo) + ala + bAy). 
T(zo+Az;yo+Ay) 


O teorema a seguir mostra que, como no caso de funções de uma variável, 


iferenciabilidade implica continuidade. 


orema 3.1: Se z = f(x,y) é diferenciável em (zo, y0), então z = f(x,y) é 
contínua em (xo, Yo). 
Demonstração : Se f é diferenciável em (zo, yo), então existem constantes 


b tais que 
Elxo + Az, yo + Ay) 


li ja. rd A A É 
(ses) (Az, Ag) 
nde E(zo + Az, yo + Ay) = f(xo + Az, yo + Ay) — f (20, Y0) — aÃz — bAy. 


=0, 


omo 


nop cd di 
; Elaxo + Az, yo + Ay) 
= lim Az, Ay)|—— M 
andog 2 Avy) (Az, Ay) 


ie Piy ój F(xo + Az, yo + Ay) = 


Az +bA = ; 
o RE nn gow) +aAr +bAy + Elxo + Az, yo + Ay)) = f (z0, y0) 


Isto mostra que f é contínua em (zo, yo). 
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Teorema 3.2: Se z = f(x,y) é diferenciável em (zo, yo), então z = Fx,y) 


possui derivadas parciais em (zo, yo). 


Demonstração: Como f é diferenciável em (zo, yo), existem constantes a ę 


| 
Í 
, 
| 


b tais que 


; Elxo + Az, yo + Ay) í 
lim DD =), (3.5) 
(Az,Ay)—(0,0) (Az, Ay) ) 


onde E(xo + Az, yo + Ay) = f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo,y0) — aÃx — bAy. 


Segue de (3.5) que 


E(xo + Ax, y0) F(zo + Az, yo) — (z0, y0) — aAz 


i li =0. 
ao” aro — Ao Az] 
Daí, 
lim Í(Zo + Az, vo) — f (zo, y0) 0 
Az>0 Az 
e, portanto, 


a= ÎL royo). 


Analogamente, obtém-se b = M ao, vo). 


O teorema 3.2 prova que se z = f(x,y) é diferenciável em (z0, y0), então 
of of . n ; : : 
a= da (TO, vo) eb = By (Too Yo) são os únicos números reais para os quais o 
z 
limite (3.5) é nulo. 
Observação 3.1: 
1, Segue do teorema 3.1 que se z = f(x,y) não é contínua em (z0, yo), então 


z = f(x,y) não é diferenciável em (xo, y0). 


2. Segue do teorema 3.2 que: 
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álcu 
i) se alguma das derivadas parciais se z = f(x,y) não existir em (zo, vo), 
tão Z = 
jį) para provar que uma função 
f(x,y) admite derivadas parciais em (zo, yo) e que 


f(x,y) não é diferenciável em (£o, y0). 


z = f(x,y) é diferencivel em (zo,%o), é 


: uficiente provar que z = 


` E(zo+ AT, Y0 + Ay) 

l A T 3.6 

(asso MAr, Ay) (8) 
G) 

“onde E(zo + Az, yo + Ay) = f (zo + AT, yo + Ay)- f (z0, yo) A (xo, y0)Az 


L luo, yo)Av: 


xemplo 3.19: Mostre que f(x,y) = x? +y? é uma função diferenciável em 


todo R?. 


olução: Devemos mostrar, primeiramente, que f 


(x,y) tem derivadas parci- 


ais para todo (x,y) € I? . De fato, 


of of 

= = 2y. 
g N= e y (x,y) = 2y 
Agora, devemos mostrar que (3.6) é verdadeira. Como 


ð 
BetAnyta) = 104 Anyta- Hm) - Ar- A= 


(2 + Az)? + (y+ Ay)? — 2? y? — 2xÃz — 2yÃy = 
= (Az? + (Ay), 


temos 
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fim E(x + Az, y + Ay) “lim (Az)? + (Az)? + (Ay)? = 
(Ars) —|Az, Ay)|| T (asan) (ADE (Ay 


= 1 Ar) 4 (Ay)? =0. 
Ar a z)? + (Ay) 0 


Isto prova que f(z, y) é diferenciável Y(z, y) € IR. 


r? 


ZU a te AOO, 
Exemplo 3.20: A função f(x,y) = zt +y? 

0 » (x,y) = (0,0), 
é diferenciável em (0,0) ? Justifique. 


Solução: No exemplo 3.11, vimos que a em gEV y) não existe; portanto, 


f(z, y) não é contínua em (0,0). Logo, f(x,y) não é diferenciável em (0, 0). 
ðf 


of 
Note que By (040) e du 


=—(0,0) existem. 


Exemplo 3.21: A função f(x,y) = r3y3 é diferenciável em (0,0) ? 


Solução: A função f(x,y) admite derivadas parciais em (0,0), a saber: 


of P f(Azx,0) — f(0,0) 
ðr (0,0) Aia Ar 0; 
ðf L y FO, Ay) — f(0,0) 
Iy OO a Ay e 
Por outro lado, 
E(Az, Ay) = f(Az, Ay) — f(0,0) — Sia, 0)Az — So, 0)Ay = 
= (Az)? (Ay). 

Logo, 

E(Az, Ay) (Az)? (Ay)5 

Az, Ay (Az)? + (4y) 
Como 

E(Ar, As) (Ami 


lim im 7 lim 
8250 ||(Az, Ax)|| Az=>0 (2(Az)?)? Az=>0 VD Ax|5 
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qu 


É ogue que f(x,y) não é diferenciável em (0,0) (a figura 3.12 descreve uma 


porção do gráfico de f). 


Figura 3.12 


O teorema a seguir prova que a continuidade das derivadas parciais de uma 


função num ponto garante a diferenciabilidade da função neste ponto. 


Teorema 3.3: Sejam f : U C IR? — IR, U aberto em IR?, e (£o,y0) E€ U- 
E Se a e E existem numa bola aberta Br(zo,y0) C U e são contínuas em 


Po = (xo,y0), então f é diferenciável em Po = (xo, 40). 


Demonstração: Devemos mostrar que 


Elxo + Az, yo + Ay) 


li =0, 
adon MAr Al poses 


Elea + Az, + Ay) = fo + Az, yo + Ay) -ACPO E (Po BE (Po)Aw- 


Sejam Az e Ay tais que (zo + AT, yo + Ay) € Br(xo,%0). Temos 
(zo + Ax, yo + Ay) — f (£0, Y0) = 


Ho + Az, yo + Ay) — f (20, yo + Ay) + f (z0, yo + Ay) — $ (z0, vo). 
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Aplicando o Teorema do Valor Médio à função G(x) = f(x,y + Ay), | 


existe Z entre zo e xo + Az tal que 

G(xo + Az) — G(xo) = G '(T)AL, 
isto é, 

Of a 
f(xo + Az, yo + Ay) — f(zo,yo + Ay) = dy 7 Yo + Ay)Ar. 
Do mesmo modo, existe 7 entre yo e yo + Ay tal que 
of 
F(z0, y0 + Ay) — f (£0, y0) = dy a (zo, Ay. 


Assim, 


Elxo + Az, yo + Ay) = 


ia mm df _ 2f 
gz E w + Ay) Az + dy C” DAY - 5z (70 w)Az dy (xo, y0) Ay, 


o que fornece 


E(zo + Az, yo + Ay) Obi as SO Az E 
Tão Ay) (so + An = 3E leom) a FA 


Ay 


ôf w OF 
P (5 (x0,7) — dy (xo, w)) VAr) + Ay)? 


Portanto, ! 
e A Geo) 
doma lAz| Z Ay] 


TAS) Ti <le COR A < 1, obtemos 


álculo diferencial m 


E(xo + AT, yo + ei a 


| (4x, Ay)|| 
df fg o AE 
< (ĝem an = ileo o + |55 = gy ow 
(*) (+x) 
: = Of of . 
Pela continuidade das derivadas parciais dz e dy em (£o, yo), as expressões 


(+) e (++) acima tendem a zero, quando (Az, Ay) — (0,0). Logo, 


Elxo + Az, yo + Ay) 


lim DEDOS À 
(Az,Ay)— (0,0) (Az, Ay) 


provando que f é diferenciável em (xo, y0). 


Observação 3.2: A recíproca do teorema 3.3 não é verdadeira, ou seja, e- 
xistem funções que são diferenciáveis num ponto sem que as derivadas parciais 
sejam contínuas nesse ponto. O exercício 9 da seção 3.6 nos dá um exemplo 


em que isto ocorre. 
Definição 3.7: Seja z = f(x,y) uma função diferenciável no ponto (x0, y0). 


O plano de equação 


z=T(e,9) = fleo m) + Leov- 20) + Elow) (87 


é chamado plano tangente ao gráfico da função f no ponto (£0, Y0, f (xo, Y0))- 
A equação (3.7) pode ser escrita, em notação de produto escalar, da 


seguinte forma: 


ð 
(2E lenm), Seo) (x— £0, Y — Y0, Z — f(xo,y0)) = 0. 
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Segue daí que o plano tangente ao gráfico de f em (xo, y0, f (£0, yo)) é 


perpendicular à direção do vetor 


fo) 
N(zo,yo) = (Sto), Se Cao, yo), 1) . 


A reta que passa por (£0, Yo, f(£0,y0)) e é paralela ao vetor N(xo,yo) é 
chamada reta normal ao gráfico da função f em (xo,yo, f(xo,40)), € sua 


equação é dada por 
ô ð 
(253,2) = (20,00, F(20:00)) +t (BE leow), (aow), 1) te R (88) 


Observe que só definimos plano tangente ao gráfico de uma função f no 
ponto (z0, Yo, f (£0, yo)) no caso em que f é diferenciável em (£0, y0). Se f não 
é diferenciável em (xo, yo), mas admite derivadas parciais neste ponto, então o 
plano de equação (3.7) existe, mas não é necessariamente tangente ao gráfico 


( como mostra o exemplo 3.21). 


Exemplo 3.22: Determine as equações do plano tangente e da reta normal 
ao gráfico de f(x,y) =2— vx? +y? no ponto P) = (3,4, 3). 


Solução: Se (x,y) # (0,0), temos 


ans o Hen a! 
TA a O ay OY Jar 


que são contínuas em (zo, yo) = (3,4). 
Logo, pelo teorema 3.3, f é diferenciável em (3,4). A equação do plano 
tangente é dada por 


Goa) + 


(3, 9) (y — 4), 
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a 3 4 
z=-3-Ž(e-3)- (9-4) 


A equação da reta normal ao gráfico de f em Po é 


(z, y, z) = (3,4,-3)4 (Se 4), M a,a), 1) Mer, 


(x,y,z) = (3,4,-3) += gl) jteR. 


O conceito de diferenciabilidade pode ser estendido às funções de 3 variáveis, 
mo veremos a seguir. 


efinição 3.8: Sejam f : U C IR? — R, U aberto em R, e P = 


z0, Y0; 20) € U. Dizemos que f é diferenciável em P) se, e só se, as derivadas 
of of of 
ðr’ Oy Oz 


arciais =— existem em Pg e 


Elxo + Az, yo + Ay, zo + Az) 


(bz Av AD(000) Taz, Ay, 52) io 
onde E(xo + AT, yo + Ay, zo + Az) = 
9 ə a 
Ieo + Ar, go + Ay, 20 + A2) = SCP) — GE lPo)Ar — EAs = BEP)Az. 


Os teorema 3.1 e 3.3 podem ser estendidos às funções de 3 variáveis. 


Definição 3.9: Uma função real f de n variáveis reais é dita de classe a! 
em P) se, e só se, f possui derivadas parciais numa bola aberta B,(Po) e tais 


derivadas parciais são continuas em Po. 


Observe que toda função f de classe C! em P é diferenciável em Po. 
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83.6 Exercícios 
Nos exercícios 1 a 6, encontre as derivadas parciais indicadas. 


1. f(z,y) = 3ry +61 -9° , Lo) 


a fene eos + apto 
2 
3. (0,9) = em (5) , files). 


4. f(x,y) =f" ln(sent)dt , fs(£,y).- 

5. f(£,y, z) = z?y — 3ry? + 2yz , fylz,y, z) - 

6. f(z,y,2) = (1? +y +2)? , PF oya) ; 

7. Encontre a inclinação da reta tangente à curva de interseção do gráfico de 
2 y 


z= TTT! com o plano y = 4 no ponto (3, 4,2). 


8. Verifique se as funções abaixo são diferenciáveis em (0, 0). 


iii Far , (2,9) # (0,0), 
0 » (2,9) = (0,0). 

b) (2,9) = zžcosy . 
de EE (e) #00, 
0 + (2,9) = (0,0). 

a 
its Fey” (x,y) # (0,0), 


0 » Cey) = (0,0). 
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(02448) sen (55) o (E0) A (0,0), 


9. Seja f(x, y) = 2 +y 
9 , (z,y) = (0,0). 
a) Determine A e a 
b) Mostre que a e a não são contínuas em (0,0). 


c) Mostre, usando a definição, que f é diferenciável em (0,0). 
d) Mostre que f é uma função diferenciável em IR. 


10. Encontre o ponto onde o plano tangente a cada uma das superfícies, de 
equação abaixo, é horizontal. 

a) z = 2r? + 2xy — y? —-bz+3y—2. 

b) z = ry +22- y). 


11. Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f(x,y) = ry+4r+2 


que é paralelo ao plano xy. 


12. Considere a superfície S de equação z = 222 + 2yº. 
a) Determine o ponto Po € S tal que o plano tangente a S em Po seja 
ortogonal ao vetor V = (0,1, -5). 
b) Escreva a equação do plano tangente referido no item a). 


2 2 
13. Considere a superfície do parabolóide de equação 2 = = + = 


a) Encontre uma equação do plano tangente ao parabolóide no ponto Po = 
(6,10,8). 
b) Este parabolóide deve ser apoiado em uma viga presa ao eixo z, de tal 


modo que esta fique tangente à superfície em Po. Calcule o comprimento 
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da viga. 


14. Seja f(x,y) = VI? +y? , (z,y) € R?. Calcule o comprimento do seg- 
mento da reta normal ao gráfico da f compreendida entre o ponto (3, —4, 5) e 
o plano xy. 

2- x? — ry +y? 


4 
a) Determine o ponto P) € S no qual o plano tangente à S é perpendicular 


à reta L de equação o(t) = (1 — t, —3t, 2t + D,teR. 


15. Seja S a superfície de equação z = 


b) Escreva as equações da reta normal à S que é paralela à reta L. 


83.7 Regra da cadeia e Vetor gradiente 


Na seção 1.3 provamos a regra da cadeia (teorema 1.1) para funções 
vetoriais de uma variável. Nosso objetivo nesta seção é estendê-la às funções 


vetoriais de várias variáveis. Inicialmente, estabeleçamos o seguinte: 


Teorema 3.4: Sejam z = f(x,y) uma função definida num conjunto aberto 
U C R? e olt) = (x(t) y(t)), t € I, tal que o(I) CU. Se o(t) é diferenciável 
em to E I, e f(x,y) é diferenciável em a(to) = (z0, y0), então a função com- 
posta z(t) = f(o(t)), tE I, é diferenciável em to e 


a(o) = Solto ulto) Eo) + latos Ba) ea 


Demonstração: Como f é diferenciável em (zo. yo), temos 


ð 
F(z.y)— frog) = SL Cro, yo) (z — zo) + La, vo) (y — yo) Sw 


+E(z.y). 
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E a ia E(z,y) 
A py (zogo)i>o |I(2, y) — (z0, 40) 


* Portanto, a função 


E(z,y) 
Il(x, 3) — (x0,y0)|| 


0 » (2,9) = (xo. y0), 


» (2,9) # (xo, Y0), 
g(z,y) = 


é contínua em (zo, Yo). 
Assim, dividindo ambos os lados de la 10) por t — to , t Æ to, temos 


Fo(t)) — f(e (to)) Pla (to)? = z(to) Lotto PD — y(to) 


t— to — to ðy t—to 
lle) — a(to)l| ; 


tgo) E 


Observe que 


lle(t) — o(to)| |2 = o(to) || lé — tol 
t- to t- to t— to` 
Como dim g(o(t)) = 0 e como a função k = hl é limitada, temos 
>to — to 
tim go) E =0 
iSto 
Por outro lado, 
; a(t) = o(to) Es 1 
po ESSA | = Ilo'(to)ll. 
Portanto, 
lim so POl a(to)|| 0. 
t>to 
Logo, 
dz Hlo(t) — Ho(to)) 
ato = di t—to 
of da ðf dy 
Ba E) sz (to) + dy C) qe (to) 


106 Cálculo diferencial e integral de funções de várias variáveis 


A demonstração deste teorema continua válida se substituirmos a função 


f de duas variáveis por uma função f de n variáveis. 


Exemplo 3.23: Sejam z = f(x,y) = «ºy?, z(t) = et e y(t) = tsent. Calcule 


Solução: Da equação (3.9) temos 


dz Or do de dy 
dt ðr dt ` Əy dt 


ðz sada Oz 3 de +. dy 
Como da Y) dry”, ge” 2x3y, E (t) EE (t) = sent + 


tcost, temos 


= (t) = —3e *P sen?t + 2e7%tsen t( sent + tcost). 


Exemplo 3.24: A temperatura de T(z,y) graus centígrados em cada ponto 
(x,y) de uma chapa de metal não varia com o tempo. Um besouro atraves- 
sando a chapa está em (x,y) = (t? + 1,3t) no instante t. A temperatura tem 
as propriedades: T'(5,6) = 40, T;(5,6) = 4 e T,(5,6) = —2. Qual a taxa de 


variação desta temperatura em relação ao tempo no instante t = 2? 


Solução: A temperatura em cada instante é z(t) = T(x(t), y(t)), onde z(t) = 
t +1 e y(t) = 3t. 


Logo, por (3.9), 
dz 


dr dy 
TO = Te(e(2) v(2)) EO +T a)y) ZO = 
= Ta(5,6) 4 + T,(5,6)3 = 
=16-6=10. 
Exemplo 3.25: Sejam f(x,y) uma função diferenciável num conjunto aberto 


U C IR?, g(z,y) e h(x, y) funções diferenciáveis num conjunto aberto V C IR? 
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«as que, para todo (uv) € V, (2,1) = (gluv), h(u,v)) € U- Considere 
P(u,0) = Ho(u v), hlu,0) » (0) € V. 


Mostre que: 
ƏF _ 3f əz SÊ Oy 
i) gu “ôs ðu  ðy ðu ’ 
or fôr (05% 


Day “xd  ðyðv 
of 


onde Les e — devem ser calculadas no ponto (g(u,v), hu, v)). 
z Oy 


Solução: F(u,v) = f(x,y), onde x = glu, v) ey = h(u,v). 

or y 
(i) Para calcular Ju’ consideramos v constante; logo, £ e y dependem apenas 
da variável u. Portanto, da equação (3.9) segue que 


ð ə 
dE (u,0) = Ee) Det) + Een o 


onde (x,y) = (g(u, v), h(u,0)). 


De modo análogo obtemos (ii), considerando agora u constante. 


Exemplo 3.26: Seja F(u,u,w) = flalu, vw), y(u, v, w), z(u,v, w)), onde 
f(z,y, z) == r? +y? -z , (uv, w) = u?v y(u, v, w) = v? e z(u,v, w) = EU 


Calcule Ea de dois modos: determinando a função composta F(u,v,w) e 


ðu 


derivando em relação a u e usando a regra da cadeia. 
Solução : Temos 


uw 


F(u,v, w) = (u?v)? + WP- eY = ut po! e 


Derivando em relação a u, obtemos 


(u,v, w) = 4u? + we". 


RE 
ðu 
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Por outro lado, usando a regra da cadeia, 


or _ ðf ðr Of dy (df de 
du ðr ðu Oy ðu Oz Ou 


of of, ôf 


ET E são calculadas em (z(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) . 


Logo, 


onde 


or 


du Us w) = 2r(2uv) + 290 + lwe" = 


= (2u2v)(2uv) + wet, 


que é o mesmo resultado obtido anteriormente. 

Definição 3.10: Seja f uma função de n variáveis (£1, £2,..., Zn), que possui 
derivadas parciais no ponto Py = (7)º,...,2nº). O vetor gradiente de f em 
Po, denotado por V (Pb), é o vetor 


vitro = (Giro Sm). 


Usando a definição de vetor gradiente, a equação (3.9) pode ser escrita na 
forma, 


a (O = VAW) o), 


onde Vf(o(t)) -o!(t) é o produto escalar dos vetores Vi(o(t)) e ot). 


O teorema a seguir nos dá uma interpretação geométrica para o vetor 


gradiente de uma função de três variáveis. 


Teorema 3.5: Sejam w = f(x,y, z) uma função de classe C! num conjunto 
aberto U CIR e P) = (zo,y0,20) E U tal que VI(P)) #0. SeS éa 
superfície de nível de equação f(x,y,z) = k (k = constante) que contém Po, 
então V f (Po) é normal a S em Po, ou seja, V (Po) é perpendicular a qualquer 


vetor tangente a S em P) (figura 3.13). 


* cálculo diferencial = 


Vf(XoyosZo) 


Interpretação geométrica do vetor gradiente 


Figura 3.13 


Para demonstrar o teorema 3.5 precisamos do seguinte: 


Lema 3.1: Sejam z = f(x,y) uma função diferenciável em (£o, yo) e S o 
gráfico da função f(x,y). Se T é um vetor não nulo tangente a S em Py = 
(£0, Y0, f(£0, y0)), então existe uma curva o(t), contida em § e diferenciável 


em to, tal que o(to) = Po e o'(to) =T. 


Demonstração: A curva de interseção de § com o plano y = yọ pode ser 

ð 
parametrização dada por u(t) = (t, yo, f (t, yo)); logo, u' (xo) = (1,0, ÎE (ag 4o)) 
é um vetor tangente a § em Po. 


Por outro lado, a curva de interseção de S com o plano x = xo pode ser 


parametrização dada por v(t) = (xo,t, f(zo,t)) e, então, v'(yo) 
ð 
(0,1, Bolo yo)) é também um vetor tangente a S em Po. 


Como os vetores u'(z9) e v' (yo) são linearmente independentes, eles geram o 


plano tangente a S em Po. Portanto, se T é um vetor não nulo tangente a S em 
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Po, então T = au'(z9)+bv'(yo), onde a e b'são constantes não simultaneamente 
nulas. 


Tomando 


a(t) = (zo + a(t — to), yo + b(t — to), f(xo + a(t — to), yo + b(t — to))), 
temos que o(to) = Po , a(t) é diferenciável em to e o'(to) = T. 


Demonstração do Teorema 3.5: Como V f(P») £ 0, podemos supor que 
Sm) # 0. Pelo teorema da função implícita (Apêndice, seção A.2), numa 
vizinhança do ponto Po S é o gráfico de uma função de classe C1, z = h(x, Y), 
onde 29 = h(xo, yo). 

Dado T um vetor não nulo tangente a S em Po, o lema 3.1 garante a 
existência de uma curva parametrizada por o(t) contida em S tal que o(to) = 
Ps e T = o' (to). 


Visto que o(t) está contida em S, então 


Ho(t) = k. 


Derivando esta equação em relação a t, obtemos 


SUL) =0. 


Pela regra da cadeia, temos 


qa (Ito (ED) Ee E V f (z0, Y0, 20) - (to), 


isto é, 


VHP)-T=0. 


O teorema 3.5 nos permite definir plano tangente a uma superfície de nível 


S, como veremos a seguir. 


“cálculo diferencial B 


Definição 3.11: Sejam S uma superfície de nível de equação f(x,y,z) = k 
(k= constante) e Po = (£0, Yo, z0) um ponto de S. Se f(2,y, z) é de classe C! 
pum conjunto aberto U C IR? tal que Pù € U e Vf (Po) é não nulo, definimos 


o plano tangente a S em Po pela equação 
V f (£0, Y0, z0) ` (2 — z0, Y — Yo; z — 20) = 0. (3.11) 
Além disso, a reta de equação 
(£, y, z) = (£0, Y0, 20) + ÀV f (Po) ‚À € R, (3.12) 


denomina-se reta normal a S em Po. 


Esta definição é uma extensão da definição de plano tangente e reta normal 
a uma superfície que é gráfico de uma função de duas variáveis (exercício 14, 
seção 3.8). 

O teorema 3.5 se aplica às funções de duas variáveis. Neste caso, temos 
que: Sez= f(x,y) é de classe C! num conjunto aberto U C IR? que contém 
o ponto Po = (xo,%), O vetor Vf(Po) é não nulo e C é a curva de nível 
f(x,y) =k (k = constante) que contém Po, então o vetor V f(Po) é normal à 


curva C em Po ” (figura 3.14). 


Uma equação para a reta tangente a C em Po é 


VJ (Po): (£ — zo,y — yo) = 0. 
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VE(Po) 


reta tangente a C 


x 


Interpretação geométrica do vetor gradiente 


Figura 3.14 


Exemplo 3.27: Determine as equações do plano tangente e da reta normal 
à superfície S de equação «2 + 3y? + 422 = 8 em (1, —1, 1). 
Solução: A superfície S é uma superfície de nível da função de classe C1 
F(z,y,z) = = 22 + 3y? +42? Temos VF(z,y,z) = (2x, 6y,8z); assim, 
VF(1,-1,1) = (2,—6,8). Da equação (3.11) segue que a equação do plano 
tangente é 

2(v-1)-6y+D)+8(2-1)=0, 
ou seja, 


2x — 6y + 82 = 16. 
Por (3.12), uma equação da reta normal é 
(x,y,z) = (1, —1, 1) + A(2,—6,8), AE R. 


No exemplo a seguir obteremos uma equação para a reta tangente a uma 


curva C', interseção de duas superfícies de nível num ponto Ph. 


Cálculo diferencial a 


gxemplo 3.28: Seja C a curva de interseção de duas superfícies $1 e So de 
equações F(x,y,2) = 0 e G(x,y,2) = 0, respectivamente. Se F e G são de 
classe C} num conjunto aberto U C IR? que contém o ponto Po = (zo, yo, zo) E 


C, encontre uma equação para a reta tangente a Cem Po. 
Solução: Se M=VF(P) # 0 e N2 = VG(Po) £ 0, então NM e No são 
normais às superfícies Sı e S2 em Po, respectivamente. 

Como a reta tangente a C em Po está contida em cada um dos planos 
tangentes às superfícies Sı e S2 em Po, ela é a interseção destes aois planos 
tangentes. Portanto, Ni e No são ortogonais à reta. tangente a C em Po. 

Assim, como o produto vetorial de Nı por N2, denotado por N; x No,é 
não nulo, temos que o vetor Ni x N2 tem a mesma direção do vetor tangente 


aC em Pp. Logo, uma equação para a reta tangente a C em Po é dada por 


(2,9,2) = (z0, Y0, z0) + A(VF (Po) x VG(Po)), À E R. (3.13) 


83.8 Exercícios 
E dz ; 
Nos exercícios 1 e 2, calcule E de dois modos: 


a) usando a regra da cadeia; b) determinando a função composta z(t) e 


derivando em relação a t. 


1. z = ye? + xe? , r = cost , y = sent. 
2. z= (2? +y?)ln Va +y, r= e, yet. 


Nos exercícios 3 e 4, calcule Oz e EE de dois modos: 


du Ou 


a) usando a regra da cadeia; b) determinando a função z(u, v) e derivando em 


relação au e a v. 
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ty, vx=usenv, y=vucosu. 


5. Seja z = xy, onde x = f(u) e y = g(u). Supondo f e g diferenciáveis, 
fe sais Espa Ci = calda dE O) 
19 ’ du TT o cecu gy 


6. Suponha que z 
of of 
dr (1,3) = 4 e E) 

(£, 4t — 1,2(t)), t € IR, está contida no gráfico da função z = f(x,y). 


(x,y) é uma função de classe C!, f(1,3) = —1 


, 


= 
(1,8) —3. Sabe-se que a curva de equação o(t) = 


dz 
Calcule — (t). 
a) Calcule El ) 
b) Ache uma. equação da reta tangente à curva o(t) no ponto o(1). 


c) Mostre que a reta encontrada no item b) está contida no plano tangente 


ao gráfico da função z = f(x,y) em (1,3,-1). 


7. Considere a função diferenciável f(x,y), onde z = g(u,v) = vcos(m + u) + 


e“ e y = h(u,v) = u? — v?. Sabendo que Gi, 4)=3e A 1,—4) = 2, 


determine E (0,2) e (0,2) da função F(u,v) = f(g(u,v), h(u,v)). 


8. Sejam f : IR? — R diferenciável e P) = (0,0,0) tais que (nm) =2, 


py = Lp) = = fidu ii 

ga = Fai = 0. Defina g(u,v) = f(u -— v, u? — 1,3v — 3) e calcule 
eg 09 

Zape Zan 


9. Este exercício nos dá um exemplo de que a regra da cadeia não se aplica 


quando a função f(x,y) não é diferenciável. 


Cálculo diferencial HS 


Considere a função 


ien- l Frp ’ ©9400, 


0 » (2,3) = (0,0). 
Mostre que: 


af 
a) dx 


(0,0)=0e M (0,0)=0. 


b) Se g(t) = (at a a,b 0, então fog é diferenciável em t = 0, 


(fo g)'(0) = =p #0 mas Vf(0,0) -9'(0) = 


10. Determine uma equação do plano tangente e uma equação da reta normal 

ao hiperbolóide de equação z? — 2y? — 422 = 10 no ponto (4, —1, 1). 

11. Determine o ponto, situado no primeiro octante, da superfície de equação 
322 

r? +3y? + Z = 18 no qual a reta normal é perpendicular ao plano r+y+z = 


10. 


12. Mostre que em todos os pontos da interseção da semiesfera de equação 
T? +y +22 = 16, z > 0, com o cone de equação z = yx? +y?, os vetores 


normais a estas superfícies são ortogonais. 


13. Considere o elipsóide de equação x? + 2y? + 3z? = 21. Encontre as 
equações dos planos tangentes a esta superfície que são paralelos ao plano 


z+4y+ 6z = 30. 


14. Seja z = f(x,y) uma função de classe C!. O gráfico de f(x,y) pode 
ser considerado como uma superfície de nível de equação F(x,y,2) = z — 
f(x,y) = 0. Mostre que as equações do plano tangente num ponto P obtidas 


nas definições 3.6 e 3.10 coincidem. 
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2 
E E 
15. Uma peça de metal, com formato de um cone de equação 22 — 77 y = 


0, z > 0, deve ser apoiada por uma haste no ponto P = (9,4,5), de modo que 
a haste fique perpendicular à superfície do cone. 

a) Determine a equação do plano tangente ao cone no ponto P. 

b) Considerando o plano z = 0 como o chão, qual o comprimento da haste 


desde o chão até a superfície ? 


16. Considere a curva C de interseção das superfícies de equações x? — 2x2 + 
y?z = 3 e 3xy — 2yz = —2. Determine: 

a) Um vetor tangente a C em (1, —2, 1). 

b) Os pontos do hiperbolóide z? +y? — 22 + 12 = 0 onde o plano tangente 


é perpendicular ao vetor encontrado no item a). 


17. Sejam S e S2 as superfícies definidas por z? — y? +22 = 1 e zy +22 = 2, 
respectivamente. 
a) Determine a equação do plano tangente a Sı em (4,1,1). 
b) Determine equações da reta tangente à curva de interseção de Sı e S2 
em (1,1,1). 
c) Mostre que a reta tangente encontrada no item b) é tangente à superfície 


de equação xyz — x? — 6y + 6 = 0 no ponto d;l): 


§3.9 Derivada direcional 


Nesta seção, generalizaremos o conceito de derivada parcial para obter a 


taxa de variação de uma função numa determinada direção. 


Sejam f(x,y) uma função de duas variáveis, Pù = (£0, yo) um ponto do 
domínio de f e u um vetor não nulo no plano ry. O conjunto dos pontos 


Po+tu,tE R, éa reta L que contém P) e é paralela ao vetor u. 


Cálculo diferencial TE 


A derivada direcional de f(x,y) em Po na direção de u, denotada por 
Lp), é a taxa de variação de f(x,y) em Py na direção de L. Geometrica- 
mente, gu representa a inclinação da reta tangente à curva C de equação 


z = f (Po + tu) no ponto (zo, yo, f(x0,40)) (figura 3.15). 


at lPe)= tga 
g] 


Figura 3.15 


Mais precisamente, temos o seguinte : 


Definição 3.12: A derivada direcional de uma função z = f(x,y) em P na 


direção do vetor u é definida por 


of  HPo+tu) = f(Po) 
gu (0) = lim dl 


, 


se este limite existir. 


Segue da definição 3.12 que as derivadas parciais de f(x,y) em relação a 
teayem Po são as derivadas direcionais nas direções dos vetores u = (1,0) 


e v = (0,1), respectivamente. 


Teorema 3.6: Se z = f(x,y) é diferenciável em P) = (z0, y0), então 


af 
Ou 


u 


T’ (3.14) 


(Po) = VÍ(Po)- 
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onde V f (Po): fo é o produto escalar de VÍ(Po) pelo vetor unitário na direção 


e sentido do vetor u. 
Demonstração: A diferenciabilidade de f em Po implica que 


tm Fo ttu) = Slo) — VALP) (tu) q, 
=o Teul 


o que equivale a 


Ta f(Po + tu) — f(Po) 


u 
- Vf(P) =—|=0. 
=o elul on i 


lul 


Isto, por sua vez, equivale a 


lim F(Po + tu) — f (Po) = VA): 


Ro lui) 


Tell a 


o que completa a demonstração. 


A definição 3.12 pode ser estendida às funções f de três variáveis z, y e 


z,assim como o teorema 3.6. 


Exemplo 3.29: Determine a taxa de variação de f(x,y,z) = ryz + e?7tY no 
ponto P = (—1,2,1) na direção do vetor u = (1,1, v2). 


Solução: As derivadas parciais da função f são: 


2r+y 


CEEE =yz+2e E =gz +e e EE Roy. 
Oy dz 


dz 
Como f(x,y,z) é diferenciável em e segue de (3.12) que 
of 
ee] Dl) = NV 1,2,1 = 
du! ) He á ol li 


(1,1, v2) 


2- v2. 
a v2 


= (4,0, —2) - 


Cálculo diferencial o 19 


Teorema 3.7: Se f é uma função diferenciável em Po tal que V (Po) £ 0, 
i ð 

então o valor máximo de SL R) ocorre quando u tem a direção e o sentido 

“do vetor V f(Po), sendo |V f(Po)|| o valor máximo. 

Demonstração: Segue de 3.12 que 


u 


lull 


ôf(p) = » ul = 
g = Vf (Po) = | VFP) ler [sos = IV $(Po)Il cos8 , 


onde 8 é o ângulo entre os vetores V f (Po) e u. 


Lp) terá valor máximo quando 8 = 0, ou seja, quando u tem a direção 
ðu 
e o sentido do vetor V f (Po), e seu valor máximo é ||V f(Po)|l. 


= a 
Ce ty +l 
a) A direção de maior variação de f e a taxa de maior variação da função 


Exemplo 3.30: Seja f(x,y,z) Determine: 


no ponto P = (1,0, —1). 
b) A taxa de variação de f no ponto P = (1,0, —1) na direção do vetor 


u=o'(t), onde o(t) = (t, 1 + 2t,—1 +t). 


Solução: As derivadas parciais da função f são: 


aF z(—z? +4 +1) Of —2ryz 

Ba (782) TPI dy 7) = Er IP * 
Gn jac e 

E 


a) Como f é diferenciável em P = (1,0,-1) e Vf(P) = (0,0,5) * 0,0 
teorema 3.7 garante que a direção de maior variação de f em P é a do vetor 

1 1 
u= (0,0, 5) e a taxa de maior variação de f em P é ||Vf(P)|| = 7 


b) Agora, u = o'(t) = (1,2,1), e usando 3.12 temos 


of cu oap ER? 


120 Cálculo diferencial e integral de funções de várias variáveis 


83.10 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 4, encontre a derivada direcional no ponto Py na direção do 


vetor u, nos seguintes casos: 


Lf(x,y) = V4- r7 =y , P = (0,1) TEE 
2.f(2,9) = e » Po=(1,1) „t= (1,3). 
3.f(2,y, z) = ln(z? +y? 42º) P= (1,2,3) ,u=(L-1,-1). 


4.f(z,y,z)= sen (zy) +cos (yz) , Po=(1,0,-1) ,u=(-1,2,2). 


3 
= 
5. Sejam nda Ziy ’ (z,y) # (0,0), 
0 , (x, y) = (0,0), 
eu=(1,1). 
of sã 
a) Calcule du OO usando a definição. 
u 
b) Calcule Vf(0,0) - —. 
) F(0,0) fu 


c) Justifique porque os valores encontrados em a) e b) são diferentes. 
lely 

-z a ° (my) # (0,0), 
6. Seja f(x,y) =} V2? +y? 


0 » (x,y) = (0,0). 
Mostre que: 


v 


f(x,y) é contínua em (0, 0). 


o 


f(x,y) não é diferenciável em (0,0). 


o 


f(x,y) possui derivadas direcionais em todas as direções no ponto (0, 0). 


7. Considere a função f(x,y) = z? +y? —2y e o ponto Py = (2,2). Determine: 


cálculo diferencial pi 


a) A taxa de variação de f em Po na direção do vetor (1, 1). 
b) A taxa de variação de f em Po na direção do vetor tangente g'(t) à 
curva g(t) = (t,t? — t) em (3,6). 


c) A direção na qual a taxa de variação de f em Po é máxima. 


g. Encontre a derivada direcional de f(z,y,2) = zet? em (1,2,-2) na 


direção do vetor tangente o'(t) à curva a(t) = (t,2.cos(t — 1), =2e t); 


9.Considere as superfícies: Sı de equação 2+yp+(2-22=4,2<2< 
4 „S2 de equação z = 3- a sE 1 &E +y <12e S3 de equação 
z=—6+ VETE y?) , £? +4? < 12. Sendo S a união das superfícies S1, 
S3 e S3, calcule a derivada. direcional da função F(x,y,2) = zy + zz +yz no 


ponto Po = (2,2,1) na direção de um vetor normal a § em Po. 


10. Uma chapa de metal aquecida está situada no plano xy de tal modo que a 
temperatura em cada ponto é inversamente proporcional à distância do ponto 
, à origem. A temperatura em (3,4) é de 100 graus. Suponha que os eixos 
positivos 0x e 0y apontam, respectivamente, para leste e norte. Um objeto se 
encontra no ponto Po = (2,2). 
a) Se o objeto se mover para nordeste, ele aquecerá ou esfriará? E para 
sudeste? Justifique. 
b) Se o objeto se mover na direção do vetor (—1, —1), ele aquecerá ou, 
esfriará? Com que taxa? 
c) Se a velocidade com que O objeto se move na direção do item b) é de 
; m/s, calcule a taxa de variação da temperatura em relação ao tempo no 
ponto Po. 
d) Na direção e sentido de que vetores o objeto deve se mover, & partir de 


Po, para que sua temperatura permaneça constante? 
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11. As superfícies de equações 
Feryj)=2+y+2-3=0e G(z,y,z) =z? +21 +y? -4=0 


têm como interseção uma curva C que passa pelo ponto Py = (1,1, 1). 
a) Encontre as taxas de variação de F e G na direção de um vetor tangente 
aC em P. 
b) Encontre a direção na qual a taxa de variação de G em P) é máxima. 


Qual é esta taxa? 


12. O Capitão Astro está outra vez em perigo perto da órbita de Mercúrio. Ele 
está na posição Py = (1,1,1), e a temperatura da blindagem de sua espaçonave 
num ponto (z, y, z) é dada por T(x, y, z) = e-7'-2"-32 graus, 

a) Que direção ele deve tomar para perder temperatura o mais rápido 


possível? 


b) Se a espaçonave viaja a cê unidades de comprimento por segundo, com 


que taxa a temperatura irá cair quando ele seguir a direção do item a)? 


c) Infelizmente, a blindagem da espaçonave se danificará se a taxa de 
variação da temperatura for inferior a 14€e? graus/s. Que conjunto de 
possíveis direções ele pode tomar sem causar danos à sua espaçonave, 


a partir de Po, com a velocidade do item b)? 


83.11 Derivadas parciais de ordem superior 


Nesta seção introduziremos as derivadas parciais de ordem superior de 
funções de duas ou três variáveis, que desempenharão papel relevante no 
capítulo 4. O objetivo principal é provar o teorema que atesta a igualdade 


u 


das “ derivadas parciais mistas ” para funções de duas variáveis. 
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23 


Vimos na seção 3.5 como definir as funções SL an) e Fay), 


z= f(x,y) uma função de duas variáveis. 


sendo 


e o forma, podemos agora definir as derivadas parciais das funções 


Ir 
de segunda ordem de f, a saber: 


se este limite existir; 


se este limite existir; 


se este limite existir; 


ðf e a obtendo quatro novas funções que são chamadas derivadas parciais 


, 


, 


, 


, 


“er, o (of + Ar, y) - E (2y) 
fasl2, y) ðr? (2,3) ðr (3) (2,4) pum Az 
at ô (ðf a evt Ay) — Eey) 
feula, y) dyôz (2,9) dy (5) (x,y) en ne 
8f a /0f . Bia + As, y) — 2 BET y) 
felen) = pl) = g (57) ns Jim, EA 
2 (2) a) = jim Bleu + Ay) - Fe) 


8? 
ful, y) dy (2,9) dy Ad Ay 


se este limite existir; 


As definições das derivadas parciais de segunda ordem de funções de três 


variáveis são análogas. 


Exemplo 3.31: Calcule todas as derivadas parciais de segunda ordem da 


função f(x,y) = = zy — ecos y. 
Solução: As derivadas parciais de primeira ordem são: 


əf 


Be (73) =y- e"cosy e See) =r +e seny. 


Derivando estas funções em relação a x e y, obtemos: 
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of E E o2f 
=) e 
2 (x,y) = —e"cosy , Iyoz ® y) +e seny, 
zi af a 
ze y) =e"cosy , Irog) = lte seny. 
Exemplo 3.32: Calcule os e ZE da função f(x,y,z) = ln(z? +y? +2?) 
ai 20x ° drdz ; y’ +2’), 


Solução: Derivando a função em relação a z e z, temos: 


of ne 2x af 2z 
movl aTa * mer arara 


Derivando estas funções em relação a z e x,obtemos: 


8f Er —4rz 2; nd —4rz 

9207 P (+y 0 Dada YS (22 + y2 + 22)2 
Notemos que, no exemplo 3.31, as derivadas parciais mistas of e of 
mi . Vi "nur d 
any R p ðyðz ` dxdy 

a 
coincidem, assim como CRN são iguais no exemplo 3.32. Este fato 
ðzðx Te 


nem sempre se verifica, como mostra o exercício 5 da seção 3.12. O teorema 
a seguir nos dá uma condição que garante a igualdade das derivadas parciais 


mistas. 


Pela definição 3.9 uma função f é de classe C! quando suas derivadas 
parciais são contínuas. Se as derivadas parciais de segunda ordem de f são 


contínuas, dizemos que f é de classe C2. 


Provaremos o teorema a seguir para funções de duas variáveis, mas a 


demonstração pode ser facilmente adaptada para funções de várias variáveis. 
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Teorema 3.8: Se z = f(x,y) é de classe C?, então suas derivadas mistas são 
iguais, isto é, 
Of _ OF 

ðrðy dydz 


Demonstração: Tomemos um ponto (xo, yo) no domínio de f. Se fixarmos 


Ay, e definirmos a função 
(x) = f(z, yo + Ay) — f(x, yo), 
temos que g(xo + Ax) — g(xo) é igual à expressão 
f(xo + Az, yo + Ay) — f (z0, vo + Ay) — F(xosyo + Ay) + flxo,yo). (3.15) 


Aplicando o teorema de valor médio para funções de uma variável à função 
g, obtemos que g(xo + Az) — g(xo) = 9'(T)Az, para algum T entre xo e zo + 
Az. 


Portanto, a expressão 3.15 é igual a 


0f af 
Ba (Tv + Ay) — dy E| A. 
; ii R 5 GA 
Aplicando o teorema do valor médio, agora à função h(y) = Jz © 


temos que 


2 


of. fia OPi, 
Jr EW + Ay) Ba EW) Ar = gja PATAY, 


E? 
para algum 7 entre yo e yo+Ay, ou seja, a expressão 3.15 é igual a E (z,7)AxAy 
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a? s 
Como aa. é contínua em (xo, yo), segue que 


ðyðr 
of 
li = (7,7). 
Rue sorte To, Yo) = (Az, A (0,0) yðr (7) 
Logo, 
Edo 5 ia [it Mg Ago 
dydz 0:90 = (ac dao ASão o R y 


(3.16) 
—f (£o + Ax, y0) — f (£0, yo + Ay) + f (£o, yo)] - 


De modo análogo, mostramos que o limite que aparece à direita da igual- 


2 
dade (3.16) também é igual a a (zo, y0). o que prova o teorema. 


83.12 Exercícios 

Nos exercícios 1 a 4, calcule as derivadas parciais indicadas. 
Li(eg) = (22 +y)? > Dfeelooy) o )fya(2, y). 
2.f(x,y) = z cosy — ye” > Dulzy)  , b)fay(®, y). 


3.f(2,y,2) = ln(z? +8y— 322) s Dfralr,y.z) a OD)fylz,y,2). 


4fx,m2)='z+ sen (22) , a)fsz(2:y:2) sb) fyzael2,9,2). 
E Aa 
SSeja f(e) = | FH MZ ta 


0 + (zy) = (0,0). 
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af of 
Mostre que Izo O f Iraz O - 


ref 
6. Se f(x,y) = In(z — y) + tg (x+y), mostre que z = ERA 
8 of 
7. Se f(x,y) = zyes, mostre que Tas tyga 


8. Mostre que as funções 
a) f(x,y) = ln(z? + y?) 
b) f(z, 9,2) = (2? +y? +2?)7? 


satisfazem às respectivas equações de Laplace: 


027 Of 
a) Da2 ay =0. 
Pf cs f 


) aa + y2 t a 
(Uma função que satisfaz a equação de Laplace é dita harmônica .) 


9. Seu e v são funções de x e y, de classe C?, e satisfazem as equações 


de Cauchy-Riemann u 5 e H e mostre que u e v são 


harmônicas. 


10. Seja u(x, y) = f(x — ay) + g(x + ay), onde a é uma constante real e f e 
9 são funções quaisquer de uma variável real, deriváveis até a segunda ordem. 


Verifique que 
Ou qu Ou 
ôy? ðr? ` 


CAPÍTULO 4 
MÁXIMOS E MÍNIMOS 


O cálculo dos valores máximo e mínimo de uma função real de várias 
variáveis é relevante, na medida em que contribui para a compreensão do 


comportamento da função. 


§4.1 Valores extremos de funções de duas variáveis 


Definição 4.1: Consideremos a função real z = f (x,y) definida num conjunto 
D C IR? e (z0,y) € D. Dizemos que f (z0, y0) é um valor máximo relativo 
de f (resp. valor mínimo relativo de f) se existe uma bola aberta B = 


B,(z0, y0) C D tal que 


(x,y) < f(z0,y0) (resp.f(z,y) > f(20,y0)) , 


para todo (x,y) pertencente a B. Um valor máximo ou mínimo relativo de 
f é chamado valor extremo relativo. O ponto (£0, yo) onde f assume um 


valor extremo relativo é dito ponto extremo relativo. 


(i) (£0, y0) é um ponto de mínimo relativo 


(ii) (£0, y0) é um ponto de máximo relativo 


Figura 4.1 
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| Teorema 4.1: Condição necessária para a existência de extremos relativos. 


Sejam z = f(x,y) uma função definida num conjunto D C IR? cujo 
interior" é não vazio, e (xzo;y0) um ponto interior a D. Se ÎL royo) e 
z 


; AF tro, yo) existem e f(x,y) tem um extremo relativo em (xo, yo), então 


ð ô 
ÎL royo) =0 e Slow) =0. 


“Demonstração: Pela definição de derivada parcial, 


F(xo + Az, yo) — f(xoryo) 
0 Az ` 


Suponha que f tem um valor máximo relativo em (zo, yo). Pela definição 


ð 
ÎE (ag v) = im 


i 
41, existe r > 0 tal que 


f(zo + Az, yo) — f (£0: y0) < 0, 


“sempre que 0 < |Az| < r. Se 0 < Az < r, então 


f(xo + Az, y0) — Flzosyo) < g 
Ar mäi 


ð $ ð. 
Como F ro, yo) existe, SL tzo, yo) <0. 


Por outro lado, se —r < Az < 0, 


f(£o + Az, yo) — f (z0, Y0) 


>0. 
Ar 20 


Como EA, existe, A AND >'0. 
oz oz 


Portanto, DÊ (rosto) =0. 


“Dizemos que X € IR” é um ponto interior a um subconjunto D de IR" se existe r > 0 


tal que a bola aberta B;(X) está contida em D. O subconjunto de D formado pelos pontos 


interiores a D é chamado interior de D. 


) 
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De modo análogo, verifica-se que Geo, vo) = 0. 

Definição 4.2: Um ponto (z0, yo) interior ao domínio de uma função z = 
f(x,y) é chamado ponto crítico de f se V f (£0, yo) não existe ou V f (z0, yo) = 
(0,0). 

Exemplo 4.1: Seja f(x,y) = 1 —- x? — y?. O único ponto crítico de f é (0.0) 
e f(0,0) = 1. Observando que f(z,y)=1- x? — y? < 1 = f(0,0), para todos 
os valores de z e y, concluímos que f atinge o valor máximo 1 em (0,0) (figura 
4.2 i)). 

of 


Exemplo 4.2: Seja f(x,y) = Vz? +y? . Se (x,y) # (0,0), da (213) = 


£ ðf y ; 
TEESI e dy OY) Teri logo, Vf(z,y) # (0,0). Por outro 
lado, dg (050) e M (0,0) não existem. (Verifique!) Portanto, (0,0) é o único 


ponto crítico de f. Como f(0,0) = 0 e f(x,y) > 0 = f(0,0) para todos os 
valores de x e y então f atinge o valor mínimo 0 em (0,0) (figura 4.2 ii)). 

Exemplo 4.3: O único ponto crítico da função f(x,y) = y? — x? é (0,0) e 
f(0,0) = 0. No entanto, f não possui extremo relativo em (0,0) (figura 4.2 


iii)). 


z=1- z? -y? z=\r +y z=% -r 
() (1) äi) 
Figura 4.2 
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Observe na figura 4.2 iii) que algumas seções retas verticais do gráfico 
a f passando por (0,0,0) têm concavidade voltada para cima e outras têm 
E voltada para baixo. Neste caso, dizemos que a função f tem um 


“ponto de sela no ponto crítico (0,0). 


Se (z0, y0) é um ponto crítico de z = f(x,y), então as curvas de equações 
i g(2) = Fx, yo) (interseção do gráfico de z = f(x,y) com o plano y = yo) e 


f(x,y) (interseção do gráfico de z = f(x,y) com o plano x = zo) têm 


" um i crítico em 2 = zo e y = yo, respectivamente. A natureza do ponto 


l 


crítico (xo,Y0) não pode ser determinada, em geral, apenas pelo estudo das 


hnes g(£) e h(y). Pode ocorrer que as funções g(x) = f(x, yo) e h(y) = 
“f(x0,y) admitam um extremo relativo em £ = zo € y = yo; respectivamente, 
sem que z = f(x,y) tenha um extremo relativo em (zo, yo), como veremos no 


“exemplo a seguir. 


Exemplo 4.4: Seja f(x,y) = 1-2? + 4ry- y’. O vetor Vf(x,y) = 
(—2x + 4y, 4x — 2y) se anula apenas em (0,0). 

As funções g(x) = f(x,0) = 1 — z? e h(y) = f(0,y) = 1 — y? têm um 
máximo relativo em x = 0 e y = 0, respectivamente. No entanto, a função 


(x) = f(z, £) = 1+2x? (que define a curva de interseção do gráfico de f(x,y) 


E 


com plano y = x) tem um mínimo relativo em z = 0. Portanto, (0,0) é um 


ponto de sela de f. 


Para analisar a natureza de um ponto crítico (£o, yo) de z = f(x,y) tal 
que Vf(xo,y0) = (0,0), usaremos o teste da derivada segunda, que será dado 


no próximo teorema. 


Teorema 4.2: Teste da derivada segunda. 


Seja z = f(x,y) uma função de classe C? numa bola aberta B = Br(xo, y0). 
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Suponhamos que (z0,y0) é um ponto crítico de f(x,y) tal que Vf(zo,yo) x 


(0,0). Denotemos por 


2 


A= hlen) , B= 2L lro) e o= Silca) 
Se 

(i) B? — AC < 0 e A < 0, então f tem um valor máximo relativo em (xo, y0) 
(ii) B? — AC < 0 e A > O,então f tem um valor mínimo relativo em (£0, y0) ; 


(iii) B? — AC > 0, então f tem um ponto de sela em (z0, Yo). 


Demonstração: Seja u = (cosa, sena) um vetor unitário na direção de um 
vetor que faz um ângulo a, 0 < a < 27, com o eixo positivo dos x. A derivada 


direcional de f(x,y) na direção de u é 


er sA s a+ Em sena. 


ðu ðr 


ô 
Observe que PE (20,20) = 0, para qualquer q, 0 < œ < 2r. 


A derivada direcional de segunda ordem de f na direção de u é definidá 


por 
f 9 (əf f n 
D du (3 osa + sena) E 
E E E a i of Pf ua 
= Fi a+ dz0y sen arcos a + pon e sent ga” a. 


Pelo teorema 3.8, —=— (x,y) = Ed (x,y), para todo (x,y) € Br(xo, yo). 
i DxOy duda E Yh > riZo, 
Logo, 


2 
ŽL (x,y) sen acos a + o(s, y) sen?a, 


ô 
Bilan = 5 Eos y)cos?a + 2 
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8 


P(a) = Acosta + 2B sen acosa + C sen?a, 0 < a < 2r. 


3 
Se a # z eax a podemos escrever 


P(a) = cos%a(A + 2B tga + C tga). 


Segue que P(a) é positivo, negativo ou nulo, dependendo de o polinômio 
Qw) = A+ 2Bv + Cv? ser positivo, negativo ou nulo, onde v = tga. 

© Para demonstrar (i), suponhamos que B? — AC < 0 e A < 0, o que acar- 
eta C° < O; logo, P(5) = P(5) =C<0. O polinômio Q(v) não 
possui raízes reais, visto que B? = AC < 0; assim, Q(v) tem sempre o sinal 


, 5 ð ' is 
de C que é negativo. Portanto, Seb royo) é negativa em todas as direções 


œ, 0<a<?r. 

A demonstração de (ii) é análoga à de (i). 

Suponhamos agora que B? — AC > 0, e demonstremos (iii). 

O polinômio Q(v) = A + 2Bv + Cv? possui raízes reais e distintas. Por- 
» Q(v) é positivo para alguns valores de v e negativo para outros. Logo, 


(zo, y0) é positiva em algumas direções e negativa em outras. 


o bservação 4.1: No caso em que B? — AC = 0, o ponto crítico pode ser um 


Ponto de mínimo relativo de f, um ponto de máximo relativo de f, ou não 
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satisfazer nenhuma. destas propriedades, como mostra o exercício 2 da seção 


4.2. 


Exemplo 4.5: Localize e classifique os pontos críticos da função 
f(z, y) = 22 +y? — 32? — 3y. 


Solução: Tem-se 


of É sf of 2 
Da (25) 67º —- őr e dy O9) 3y- 3. 


Para encontrar os pontos críticos, resolvemos o sistema de equações 


Da primeira equação segue que x = 0 ou x = 1, e da segunda equação obte- 


mos y = 1. Portanto, os pontos críticos são: (0,1), (0,—1), (1,1) e (1,-1). 
Para aplicar o teste da derivada segunda, encontramos as derivadas parciais 
de segunda ordem da função f: 


af of. 
Jro ©”) 0 e aa eD) 6y. 


2 
2 ley) = 1206 , 


Em (0,1) temos B? — AC = 36 > 0. 
Em (0, —1) temos B2- AC = —36 < 0 e A = —6 < 0. 
Em (1,1) temos B? — AC = —36 < 0e A=6 >0. 


Em (1, —1) temos B? — AC = 36 > 0. 
Assim, concluímos que a função f assume um valor máximo relativo em 
(0, —1), um valor mínimo relativo em (1,1), e que (0,1) e (1, —1) são pontos 


de sela, 
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' js Lo, 
E Exemplo 4.6: O gráfico da função g(x, y) = E é uma superfície S no R3. 


ncontre os pontos de S mais próximos da origem. 


olução: A distância de (x,y,z) a (0,0,0) é dada pela fórmula 


d(x,y, z) = 22 +y + 22. 


Se (£, y, 2) € S, então d pode ser expressa pela função de duas variáveis 


1 
D(z,y)=(/22+y2+ do 


Observe que D(z,y) será minimizada quando f(x,y) = D?(x, y) = £? + y? + 
2N for minimizada. 
zy? 

Para encontrar os pontos críticos da função f resolvemos o sistema de 


equações 


a (x,y) =2r 


of 
gen = 2y gp SÉ 


dia ü 2d o as = 
Da primeira equação temos y? = A e, substituindo na segunda equação, 
1 
obtemos zS 1. Então z = +1 e y = +1. Portanto, os pontos críticos de f 


são:(1,1), (1, —1), (—1, 1) e (—1, —1). Como 


2; 6 Pf 4 af 6 
FRAÇÃO) “+ ; Irog ©”) E * a(o U)=2+ 4» 


obtemos B? — AC = —48 < 0 e A = 8 > 0 em todos os pontos críticos; logo, 
todos são pontos de mínimo relativo e f assume o valor 3 nesses pontos. Assim, 
0S pontos de S mais próximos da origem são: (1,1,1), (1, —1, —1), (—1, 1,—1) 
e(-1,-1,1). 
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Definição 4.3: Sejam z = f(x,y) uma função real de duas variáveis definida 
num conjunto D C IR? e (x9,y0) € D. Dizemos que f(zo,y0) é um valor 


máximo absoluto de f (resp. valor mínimo absoluto de f) se 


f(x,y) < flzo,y0) (resp. f(x,y) > f(xo,y0)), 


para todo (x,y) € D. 


A função considerada na figura 4.1 ii) tem um máximo absoluto em (£o, y0), 
enquanto que (zo, Yo) é apenas um ponto de mínimo relativo da função con- 


siderada na figura 4.1 i). 


Teorema 4.3: Se z = f(x,y) é uma função contínua num conjunto limitado" 
e fechado** D C IR?, então f tem um valor máximo absoluto e um valor 


mínimo absoluto em D. 


A demonstração é semelhante àquela para funções de uma variável, a qual 


pode ser encontrada em [4], vol.I, pp. 63-64. 


Note que este teorema nos garante a existência de pontos de máximo e 
mínimo absolutos, mas não nos fornece um critério segundo o qual possamos 


localizá-los. Passemos, agora, a tratar desta questão. 


Se (xo,y0) é um extremo absoluto de uma função f em D (D como no 
enunciado do teorema 4.3), então (xo, yo) é um ponto interior a D ou pertence 


à fronteira de D. Portanto, para localizarmos os extremos absolutos de f em 


*Um conjunto D C IR” é dito limitado, se existe um número real r > 0 e um ponto 
X € R” tal que DCB(X). 

Sejam D C IR” e X € IR”. Dizemos que X é um ponto da fronteira de D, denotada por 
ðD, se para qualquer bola aberta B centrada em X tem-se BN D £ 0 e BN(IR" — D) #4. 


em 


D é dito fechado se D é a união (necessariamente disjunta) do conjunto dos pontos 


interiores a D com os pontos da fronteira dé D. 


| 


l 
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D,encontramos os pontos críticos de f e comparamos os valores de f nestes 


pontos com os valores máximo e mínimo de f na fronteira de D. 


gxemplo 4.7: Encontre o máximo e o mínimo da função f(x,y) = (x — 2)?y+ 


y? — y definida em D = {(z,y) €E Rz>0,y<0ezx+y<4) (figura 4.3) . 


Figura 4.3 


~ 


Para localizarmos os pontos críticos, resolvemos o sistema de equações 


Pny) = 2ye -2) =0, 


May) =(x-2)} +2y-1 =0. 


Pe! ; PEN , 1 1 
O único ponto crítico no interior de D é (2 3): ef (2, 5) - a. 


Vamos agora analisar o comportamento da função f na fronteira de D. 


No segmento y = 0, 0 < z < 4, a função é nula. 


No segmento z = 0,0 < y < 4, a função f pode ser representada por 


h(y) = f(0,y) = 3y +y?, 0< y <4. Como esta função h é estritamente 


É. 
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crescente, ela tem um mínimo em y = 0 e um máximo em Yy = 4, send , 
h(0) = f(0,0) = 0 e h(4) = f (0,4) = 28. 

No segmento z +y = 4, 0 < y < 4, representamos a função f por gly) 
f(4- yy) = y? — 3y? + 3y, 0 < y < 4. Note que g'(y) =3(y-— 1) é sempre 


positiva, exceto em y = 1, onde ela se anula. Portanto, a função g tem 
um mínimo em y = 0 e um máximo em y = 4, com g(0) = f(4,0) = 0 é 


9(4) = 1(0,4) = 28. 


. . n | 
Comparando os valores obtidos, verificamos que a função f assume o valor 


mínimo 4 em (a, 5) e o valor máximo 28 em (0,4). 


Exemplo 4.8: Uma placa metálica circular com um metro de raio está col 


cada com centro na origem do plano zy e é aquecida de modo que a tempe- 


ratura num ponto (x,y) é dada por 
T(x,y) = 64(37º — 27y + 3y? + 2y + 5) graus, 

onde x e y estão em metros. Encontre a maior e a menor temperatura na 

placa. 


Solução: Queremos encontrar o máximo e o mínimo da função contínua 
T(x,y) = 64(37? — 27y+3y? + 2y+5) definida no conjunto limitado e fechado. 
D = {(z,y) € R? , 2? +4? < 1}. | 


ôT ôT 
Desde que z (x,y) = 64(6x — 2y) e dy (x,y) = 64(-2x + 6y + 2), os 
pontos críticos da função T no interior da placa circular D são encontrados 
resolvendo o sistema de equações 
6x — 2y =0, 
-22+6y+2 =0. 


a me P 5 1 3 
Portanto, o único ponto crítico no interior da placa é E, e 
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fizermos 


z =c, 

y =senô (0<8< 27), 

ponto (x,y) percorre a fronteira da placa quando 0 varia no intervalo [0, 27). 
A temperatura na fronteira da placa no ponto correspondente a 6 € [0, 27] 


dada por 


T(9) = T(cos0, sen6) = 
= 64(3cos?9 — 2cos O sen O + 3sen 26 + 2sen 8 + 5) 
= 128(4 — cos6sen6 + sen 8). 


Desse modo, os candidatos a máximo e mínimo da função T na fronteira 


dT 
da placa são os pontos correspondentes a 0 = 0 e gO = 0. Como 


Teo = 128( sen 29 — cos?8 + cos 8) = 128(1 — 2cos?8 + cos6), 


a soluções de Teo = 0 são as soluções de cos0 = 1 e de cos6 = -i 
a E A 25 ==. 
Quando 9 = 0, temos T(0) = T(1,0) = 128 x 4 = 512. 
1 
Quando 8 = =, temos T (5) =T (=> $) = 32(16 + 3V3). 


3 2 2 


Logo, a menor temperatura na placa é 296 graus e a maior temperatura é 


Quando 8 = 7 temos T (5) =f (=> -$) = 32(16 — 3V3). 


32(16 + 3/3) graus (aproximadamente 678,28 graus). 
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84.2 Exercícios 


1. Analise a natureza dos pontos críticos das seguintes funções: 
a) f(x,y) = 41y? — 2r?y — 2. 
b) f(x,y) = zsen y. 
)Hem=ay-2 92. 
d) Fay) = tayt , 


e) f(x,y) = 4ye- Et’) 


2. Estude a natureza do ponto crítico das funções abaixo, mostrando que tal! 


ponto tem a propriedade indicada. 


a)f(x,y) = (x — y)t + (z +y +2) , mínimo. 
b)f(z,y)=1- zt -yt , máximo. 
c)f(z,y) = x? + (x — y)? , nem máximo, nem mínimo. 


3. Encontre o máximo e mínimo absoluto de cada uma das seguintes funções: 
a) f(x,y) = sen s+ sen y+ sen (+y) , 0S2< 5, 0Sy<5. 
b) f(x,y) = 2º-+yº—32y, na região triangular de vértices (0,0), (0, 1) e (1,0) 


c) flap) = e , jelsi, |y<1. 


4. Em um laboratório foram obtidas, experimentalmente, as seguintes medi: 


das: 


t3=2 , vw=ll. 
Determine os coeficientes a e b da função v(t) = at+b de modo a minimizar 


a soma dos erros quadráticos, isto é, 


e1? +e? +e3?, onde e; = v(t) -vi (i= 1,2,3). 
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De uma longa folha de alumínio com 12 cm de largura, deseja-se construir 
na calha, dobrando-se os lados da folha para cima e formando duas abas de 
mesmo tamanho, de modo que estas abas façam o mesmo ângulo com a hori- 
ntal. Qual a largura das abas e que ângulo elas devem fazer com a horizontal, 


fim de que a capacidade da calha seja máxima? 


Num círculo de raio R, traçam-se duas cordas paralelas, uma acima e outra 
aixo do centro, e constrói-se um trapézio isósceles. Determinar as distâncias 
duas cordas ao centro, para que a área do trapézio seja máxima. 

4.3 Máximos e mínimos com restrições 

] Multiplicadores de Lagrange 


O problema de se encontrarem os pontos extremos de uma função f(x,y) na 
onteira de uma região D do plano zry consiste em procurar os extremos da 
ção f(x,y), para (x, y) sobre uma curva no plano xy de equação g(x, y) = 0. 
À condição g(x,y) = 0 é chamada restrição, e o problema correspondente é 
problema de extremos condicionados. 

Para resolver tal problema podemos, quando possível, reduzi-lo, usando a 
estrição, ao cálculo dos máximos e mínimos de uma função de uma variável 
omo nos exemplos 4.7 e 4.8). Nem sempre tal procedimento é praticável e, 


equentemente, o método a seguir é mais conveniente. 


eorema 4.4: Sejam f(x,y) e g(x,y) funções definidas e de classe C! num 
beonjunto aberto U do plano xy que contém a curva C de equação g(x,y) = 0. 
e f(x,y) tem um valor máximo ou mínimo em (z0, yo) € C e Vglzo, yo) não 


9 vetor nulo, então existe um número real À tal que 


Vf(xo. vo) + AVg(zo, yo) = 0 (4.1) 
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O número À é chamado multiplicador de Lagrange. 


Demonstração: Se Vf(zo,yo) = 0, basta tomar À = 0. 
Suponhamos então Vf(zo,y0) £ 0. Visto que Vg(z0, y0) é não nulo, o Teo. 
rema da função implícita (Apêndice, seção A.1) nos garante que a equação 
g(x,y) = 0 define y como uma função diferenciável de x ou z como uma função 
diferenciável de y numa vizinhança de (zo, yo). Portanto, uma parte de C con 
tendo (zo, yo) pode ser parametrizada por o(t) = (z(t), y(t)), a < t < b, ond 
a(to} = (z0, y0) e o vetor o'(to) = (x'(to),y'(to)) é não nulo e tangente a Cem 
(xo, y0). 
Como (£0, y0) E€ C é um extremo de f(x,y), então a função F(t) = reto, 


a < t< b, possui um extremo em to € (a,b); logo, F'(to) = 0. 
: 


Pela regra da cadeia, obtemos 
j d 
0 =F'(to) = g(t) = 


=Vi(o(to)-o(to) = 
= V f (z0, y0) -o'(to). 


Assim, como o vetor V f (zo, y0) é não nulo, ele é perpendicular ao veto 


tangente o'(to) e, portanto, à curva C em (zo, yo)- 


Como Vg(z0, y0) é também perpendicular à curva de nível C de equação 


g(x,y) = 0, os dois gradientes são paralelos e obtemos a equação (4.1). 


Observação 4.2: 

1. Na demonstração do teorema 4.4 foi essencial que o ponto (zo, yo) não - 
fosse uma extremidade da curva C e que Vg(zo, yo) # 0. Pode ocorrer que um 
ponto na extremidade de C ou um ponto de C onde o gradiente de g se anule 
seja um ponto de máximo ou mínimo da função f sem que este satisfaça (4.1) 


(ver os exemplos 4.10 e 4.11). 
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2, Geometricamente, segue do teorema 4.4 que se (z0, y0) € C é um ponto 
remo de f(x,y), então a curva de nível de equação f(x,y) = f(zo,yo) é 


angente à curva C em (zo, yo). 


pxemplo 4.9: Encontre a menor distância da origem à hipérbole de equação 
x? + 8ry + Ty? — 225 = 0. 
Solução: A distância de um ponto (x,y) à origem é dada por 


D(z,y)= 22 +y?. 


Portanto, devemos minimizar a função f(x,y) = x? +y? com a restrição 
g(s) = z? + 82y + 7y? — 225 = 0. 

Note que f e g são de classe C! em IR? e Vg(z,y) = (2x + 8y,8x + 14y) 
e anula apenas em (0,0), que não satisfaz g(x,y) = 0. 


Pelo teorema 4.4, devemos resolver a equação vetorial 
(2x, 2y) + M22x + 8y, 8x + 14y) = (0,0), 
nde (x,y) satisfaz a equação 


x? + 8ry + Ty? — 225 = 0. 


q 
: Estas, por sua vez, dão origem ao sistema de equações 
2x + A(2x + 8y) =0, 
2y + A(8x + 14y) =0, (4.2) 


z? + 8ry + 7y? — 225 =0. 


As duas primeiras equações de (4.2) formam um sistema linear homogêneo 


nas variáveis x e y, a saber 
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(1+A)z + 4y =0, 
4x + (1+7A)x =0. 


Se este sistema possuísse apenas a solução trivial x = 0 e y = 0, esta na 
satisfaria a terceira equação de (4.2). Logo, o determinante dos coeficiente, 


de (4.3) deve ser nulo, isto é, 


I+A 4 z 
= = (1 +A)(1+7A)— 16A? = 1+8- 9), 
4A 1+7 
1 
o que fornece À = 1 ou À = E 
Substituindo À = 1 em (4.2), concluímos que o sistema resultante não tem 
solução real. Para A = —-, o sistema (4.2) se transforma em 
21 —y =0, 


z? +8ry + Ty? — 225 =0. 


As soluções de (4.4) são os pontos (v5, 2v5) e (— 5, —2v5). 
Como f(v5,2v5) = f(-v'5, —2V5) = 25, temos que a menor distância é 5. | 


Exemplo 4.10: Determine o maior e o menor valor de f(x,y) = "++! se 


(x,y) pertence ao segmento de reta de equação y+z —1=0,0<7<1. 


Solução: Como f(x,y) é contínua e o segmento de reta em questão é um, 
subconjunto fechado e limitado de IR?, o teorema 4.3 nos garante a existência. 
de máximo e mínimo. i 


Considere g(z,y)=y+z-1=0,0<z<1. 
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mos € mu 


ote que f eg são de classe C}, o vetor Vg(x,y) = (1,1) nunca se anula 
(9) = (pues tY +y , (2y + 1je’ tto), 
elo teorema 4.4, para (x,y) pertencente ao segmento de reta de equação 


g-1=0, 0< z < 1, devemos resolver o sistema de equações 


Quer" ty’ +y +à =0, 
(Qy+ estro + À =0, (4.5) 
y +z — 1 =0. 


Subtraindo a primeira equação de (4.5) da segunda equação de (4.5) obte- 


1 k 
os T = wt , que substituído na terceira Pe de (4.5) nos dá y = Ea 
3 
t= 7 Comparando os valores de sŠ Je = eš, f(0,1) = 
1,0) = e, verificamos que o valor e n i ocorre em (0,1), e é igual a 


7 
, e que o valor mínimo de f ocorre em Š E! e vale es. 


xemplo 4.11: Encontre o ponto da curva C de equação (1-2) + y =0 
figura 4.4) mais próximo da origem. 


olução: Devemos minimizar a função f(z, y) = 1? +y?, sujeita à restrição 


(z,y) = (1-2) +y? = 0. Note que f e g são de classe C}, e o vetor 
glz, y) = (=3(1 — 2)2,2y) se anula no ponto (1,0) que pertence a C (pois 
(1,0) = 0). Pelo teorema 4.4, para (2,9) € C, (x,y) É (1,0), temos que 


esolver o sistema de equações 


2 — 8Ml-2)2 =0 
9 + 2)y =0, (4.6) 
(1-2) + y? =; 


Da segunda equação de (4.6) obtemos y = 0 ou à = —1. 
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Se y = 0, a terceira equação de (4:6) nos dá z = 1, que não verifica a 
primeira equação de (4.6) e, portanto, não é solução do sistema. 
Se À = —1, a primeira equação de (4.6) não possui solução para x real e 
portanto, o sistema não tem solução. 
Neste caso, a solução do problema é o ponto (1,0) (pois f(1,0) = 1 e, 


(x,y) € C, então z > 1; assim f(x,y) = z? +4? > 1). 


u-xř+ y2=0 


Figura 4.4 


Teorema 4.5: Sejam f(x,y,z) e glz, y, z) funções de classe C! definidas num E 
subconjunto aberto U de IR*. Considere a superfície S de equação 9(2,y,2) = 
O contida em U. Se f(x,y,z) tem um valor máximo ou mínimo em Py = 
(£0, y0, 20) pertencente a S e Vg(Pb) não é o vetor nulo, então existe um, 
número real À tal que 


Vf(Po) + AV9(Po) = 0. (4.7) 


Demonstração: Como Vg(P)) # 0, podemos supor que (1) * 0. Pelo 
z q 
teorema da função implícita (Apêndice, seção A.2), S é o gráfico de uma função 


de classe C! z = h(x,y) numa vizinhança de P), sendo zo = h(xo, yo). 
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Dado um vetor arbitrário e não nulo T tangente a S em P), o lema 3.1 
garante a existência de uma curva parametrizada por o(t) (a < t < b) contida 
m S tal que o(to) = P e o'(to) = T. 

Como f(x,y,z) tem um valor extremo em Py, a função F(t) = f(o(t)) tem 


valor extremo em t = tọ. Portanto, 


dF 


taz 


to) = V f(o(to)) -o'(to) = VF(Po) - T. 

Assim, se Vf(Po) # 0, ele é perpendicular a T. Como T é um vetor 
tangente a S em Po, temos que Vf(Po) é perpendicular a S neste ponto. 
Daí se conclui que os vetores Vg(Pb) e V f(Po) são paralelos, o que nos dá a 


equação (4.7). Se Vf(Pa) = 0, temos a equação (4.7) para À = 0. 


Exemplo 4.12: Encontre as dimensões da caixa retangular de maior volume 


2 2 
se é 
que pode ser inscrita no elipsóide de equação T + E +2? = 1, cujas arestas 


“sejam paralelas aos eixos coordenados. 


Solução: Se (x,y,z) é o vértice da caixa no primeiro octante, as dimensões 
da caixa são 2x, 2y e 2z, e seu volume é dado por 


V(x,y,2) = 8zyz. 


Assim, o problema consiste em maximizar a função V(x,y,2), sujeita à 


: 2 al 
“Testrição g(x,y, z) = = + A +22-1 = 0. Note que o vetor Vg(x,y,2) = 


E 
E 28) não se anula no elipsóide g(x,y,2) = 0. Pelo teorema 4.5, temos 


que resolver o sistema de equações 
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2 
8yz + a, =0, 
A 
8xz + -y = 0, 
2 
(4.8) 
8xy + 2Az =0, 
22 y? 5 
+ = =1. 
9 4 + 2 


r m T 
Multiplicando-se as três primeiras equações por » 5 e 


obtemos 


A 
4ryz + 5r? =0, 
TY. Tae 

A 
4zyz + qu” =0 


4ryz +? =0. 
Adicionando-se estas três equações, e usando a última equação de (4.8), 
temos 


l2ryz +à = 0, isto é, À = —12ryz. 


Substituindo este valor de À nas três primeiras equações de (4.8) e simpli- 


ficando, obtemos 


yz(3 =z?) =0, 
zz(4- 3%?) =0, 
zy(1 - 32) =0. 


Como x, y e z são positivos, das equações acima resulta que x = V3, 
2/3 3 43 2v3 
y= e pa 3" Logo, as dimensões da caixa são 23, as e 2A, 
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corema 4.6: Sejam f(x,y,2), g1(2,y,2) e g2(£,y, z) funções de classe C! 
efinidas num subconjunto aberto U C IRê. Considere a curva C de interseção 
as superfícies de equações g1(7,y,2) = 0 e go(x,3,2) = 0, ambas contidas em 
U. Se f(x,y,z) tem um valor extremo em Po = (£0, y0, z0) pertencente a C e 
3 produto vetorial Vg(Po) x Vg2(Po) é não nulo, então existem números reais 


Me Ag tais que 


Vf (Po) + AM Vgi(Po) + à2V92(Po) = 0. (4.9) 


jk 
Og Og 3 
Vga X Vg = E É] o = 
99» 0go dg 
dr Oy Oz 
e (e) (g1, 92) diauge) 
O(y,2) ` Az,x) > (x,y) ' 
onde 192) 


é o determinante 


aly, z) 


alg g) | dy Oz 
aly,z) | 0 Og 


Como (Vgı x Vg2)(Po) é não nulo, então: 
(i) Os vetores Vg: (Po) e V92(Po) são não nulos e, portanto, normais à curva 
Cem Po, visto que Vgi(Po) e Vga(Po) são vetores normais às superfícies de 


equações gı (z, y, z) = 0 e g2(£, y, z) = 0, respectivamente (figura 4.5). 
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(ii)Os vetores Vgı(Po) e Vg2(Po) são linearmente independentes e, por. 
tanto, geram o plano normal à curva C em Po. 
(iii) Um dos três determinantes, que são as componentes do vetor 


(Vgi x Vg2)(Po), é não nulo, por exemplo, 91:92) po Portanto; pelo 


a(z, y) 
Teorema da função implícita (Apêndice, seção A.3), uma parte de C contendo 
Po pode ser parametrizada por uma função diferenciável ø (t) = (x(t), y(t), t) , a 
t < b, tal que o(to) = Po, e um vetor tangente a Cem P) é T = o'(to) =. 
(ato), y'(to), 1). 


Os vetores Vg, Vg2, Vf estão no plano normal a C em Pp. 
Figura 4.5 
Se Po € C é um extremo de f(x,y,z), então a função F(t) = f(o(t)), a< 


t < b, tem um valor extremo em t = to. Logo, pela regra da cadeia, 


| 
| 
| 
| 


0= Z io) = V f (o(to)) - o'(to) = Vf (Po) - T. 
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linear dos vetores Vgı(Po) e Vg2(Po), o que prova (4.9). Se Vf(P) = 0 


, 


temos à equação (4.9) para A = Ap = 0. 


Exemplo 4.13: Encontre os pontos de máximo e mínimo de f(x,y,2) = 


+ z, sujeita às restrições rT? +y? =2e x +2z=1. 
+Y Ç y 


Solução: Queremos determinar os pontos extremos da função de classe C! 


f(x,y. z) = =£ +y+z, para (x,y,z) pertencente à curva C de interseção do 


jlindro g1(x,y,2) = 22+y?-2=0 comoplanog(z,y,z)=z+2-1=0. 


Note que o vetor Vgı x Vg2 = (2y, —2x, —2y) não se anula nos pontos de 


C. Pelo teorema 4.6, devemos resolver o sistema de equações 


1 + 2x + à2 =0, 


1 + 2y = 0, 
1 + A =0, (4.10) 
2 + y =2, 
ıt + z =1 
Da terceira equação de (4.10), obtemos À» = —1; assim, a primeira equação 


de (4.10) torna-se 2Ax: = 0, o que implica A = 0 ou z = 0. Da segunda 


equação de (4.10), temos que A # 0; logo, substituindo x = 0 nas duas 


últimas equações de (4.10), obtemos y = +v2 e z = 1. Portanto, os pontos 
que satisfazem o sistema (4.10) são (0,V2,1) e (0,-v2,1). Comparando o 
valor de f nestes pontos concluímos que (0, -v2,1) é ponto de mínimo e 


(0, 2,1) é ponto de máximo. 
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84.4 Exercícios 
1. Encontre o máximo e o mínimo de f(x,y) = x +y? na região 
D= {(z,y) € R?, (1—2? +y? <1}. 


2. Um disco plano tem a forma da região do plano xy definida por z? +y <1 
Aquece-se o disco (inclusive a fronteira, onde z? + y? = 1) de modo que a, 
A 
temperatura em cada ponto é dada por T(z, y) = £? + 2y? — x. Determine i 
i 
l 
i 
i 


pontos de maior e menor aquecimento. 


3. Calcule a menor distância do ponto (0,2) à curva de equação y = r- 4. | 


4. Mostre que a distância do ponto (zo, yo) à reta de equação ax + by + c = 
lazo + byo + cl 


é dada por 
P AEN] 


5. Encontre a menor distância da elipse de equação z? + 4y? = 1 à reta de. 


equação y — x + 10 = 0. 


6. Em relação ao sistema de coordenadas cartesianas, uma pessoa está na. 
origem, no interior de uma praça cujo contorno tem por equação 3x? + 47y +| 
6y? = 140. A que ponto a pessoa deve se dirigir, ao sair da praça, para. 
caminhar o menos possível? | 


2 2 


z 
7. Em que pontos da elipse de equação Z + wo 1 a tangente a esta forma 


com os eixos coordenados um triângulo de área mínima? | 


8. Determine as dimensões da caixa retangular sem tampa de maior volume 


que pode ser construída de modo que sua área seja 36 m?. 


9. A janela de uma casa tem a forma de um retângulo com um triângulo 


isósceles no topo. Se o perímetro da janela é 12 m e esta deve coletar a maior 
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uantidade de energia solar possível, mostre que o ângulo da base do triângulo 
T radianos. 


0. Determine a equação do plano que passa por (1,2,1) e determina com os 


Janos coordenados um tetraedro de volume máximo. 


1. Encontre o mínimo de f(x,y,z) = z+y+z na superfície de equação 


yz = k, onde z > 0, y > 0e z > 0. Use o resultado para mostrar que 
1 
3yzyz < zæ +y+2) , 2>20,4>0,22>0. 


12 a) A função f(x,y,2) = lnz +lny+3lnz tem um máximo na porção da 


à uperfície esférica. de equação z? +y? + 2? = 50°, onde z >0,y>0,2>0€ 
Sup! 


i 


Z 


é uma constante positiva. Encontre-o. 


b) Usando o resultado do item a), mostre que 


2,2,6 t A i 
zya sn m= , 220,420,220. 


3. Encontre o valor máximo de f(x, y, z) = £? +y? + 22, sujeita às restrições 


ds dida +32? = 30. 


4. Determine os pontos da curva obtida pela interseção das superficies de 
quações 1? — ry +y? — 2? = 1 e z? +y? = 1 mais próximos da origem. 
à g 


15. Considere a curva C interseção do cilindro de equação 5 + E = 1 com o 


lano 2x + y + z = 12. Determine as distâncias máxima e mínima dos pontos 


e C ao plano zy. 


CAPÍTULO 5 


INTEGRAIS MÚLTIPLAS 


Este capítulo é dedicado ao estudo das integrais dupla e tripla que são 
extensões naturais da integral de Riemann de funções reais de uma variável 


real. 
85.1 Interpretação geométrica da integral dupla 
Consideremos uma função real z = f(x,y) definida e contínua no retângulo 


R= [a,b] x [c,d] = {(z,y) €E R? | a<r<bec<y<d). 


Se f(x,y) > 0 em R, o gráfico de z = f(x,y) é uma superfície situada acima | 
do retângulo R. Esta superfície, o retângulo R e os quatro planos © = a,. 
x = b, y = c e y = d formam a fronteira de uma região W do espaço (figur 


5.1). 


gráfico de 
Z= f(xy) 


Figura 5.1 
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Assumindo que a região W assim definida possui um volume (conforme a 
observação 5.1 da seção 5.2), chamamos este volume de integral dupla de f 


sobre Re o denotamos por 


| | itesudady ou ficas, 
R R 


pxemplo 5.1: Se f(x,y) = k, onde k é uma constante real positiva, então 


J [tios yidzdy = ko ajla = 0), 
R 


visto que esta integral é o volume de uma caixa retangular de base R = 


a,b] x [c,d] e altura k. 


Exemplo 5.2: Se f(z,y)=1- xe R = [0,1] x [0,1], então 


J | tizsudoay = > 
R 


pois esta integral é o volume do prisma triangular mostrado na figura 5.2. 


Figura 5.2 
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85.2 Integral dupla sobre um retângulo 


Daremos agora uma definição rigorosa da integral dupla através do método 
das somas de Riemann, de modo semelhante ao usado para funções de uma 
variável. l i 

Fixaremos, inicialmente, algumas notações para partições e somas. 
Consideremos P, e P) duas partições regulares de ordem n de [a, b] e [c, d), 


respectivamente, isto é, 


P=lzor on) e P= {yoy cy) 


onde a = To < £1 < ++: < Tn = b, COM Tj41 — Tj = j 


Sa 


d 
e e=0 <<< =d, com Yei — gh = —. 
O produto cartesiano P, x Pp é dito uma partição regular de ordem nt 
do retângulo R = [a,b] x [c,d]. Esta partição decompõe o retângulo R em no 


subretângulos (figura 5.3). 


m n, 
=. 
=, 
= 
Ei 


Figura 5.3 
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Suponhamos que z = f(x,y) é uma função real limitada* em R, Rjg é o sub- 


etângulo [£j 2741] X [yk, Yk+1] € cjk é um ponto qualquer de Rjg. Formemos 


soma 
nel [nel n=1 pal 
S= [5 Fr) ArAy) = Y Fle) ArAy= Y He) AA, 
k=0 \j=0 j,k=0 jk=0 
b- g= 
nde AT = Tj+1 — Tj = Z, AY = Yk+1 — Yk A Ce AA = Ary. 


ma soma deste tipo é chamada soma de Riemann de f sobre R. 
efinição 5.1: Se a seqüência (Sn) das somas de Riemann da função f tem 
nite s € IR quando n tende para +00 e este limite independe da escolha 
os pontos cję nos subretângulos Rjg, isto é, 

n-1 
s= lim So f(cjx)AA, 


n>+o0 
jk=0 


izemos que f é integrável sobre R e escrevemos 


J | ftasuldzdy R 
R 


Teorema 5.1: Toda função contínua definida num retângulo R é integrável 


obre R. 


A demonstração deste teorema requer alguns conceitos que não são vistos, 
m geral, num primeiro curso de Cálculo (veja [13], apêndice B). 

bservação 5.1: Seja z = f(x,y) uma função contínua e positiva num 
etângulo R = [a,b] x [c,d]. Consideremos a região W do espaço, limitada 


“pelo gráfico de z = f(x,y), o retângulo Re os planos z = a, z = b, y = ¢ 


"Dizemos que z = f(£1,£2,**-,Zn) é uma função limitada em R C IR” se exis- 
“tir uma constante real positiva M tal que | f(z1,72,:::,2n) |< M, qualquer que seja 


(21,22, £a) € R. 
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e y = d. Se tomarmos c;, um ponto de máximo* de f(x,y) no subretângulo 
Rj, então f(c;;) Az Ay representa o volume da caixa retangular de base Ra 
e altura f(c;k). A soma : 
© n- 
Sa= 5 Hep)AzAy 
jk=0 
representa o volume do sólido circunscrito à região W (figura 5.4(i)). Analoga. 
mente, se d;k é um ponto de mínimo* de f(x,y) em Rjg, então a soma 
n-1 


a E yY (dj; )AzAy 
j.k=0 


representa o volume do sólido inscrito à região W (figura 5.4 (ii)). 


Figura 5.4 


Pelo teorema 5.1, 


lim S= lim s=s, 
nto "O noto ” 


“Tais cu e d, existem em virtude da continuidade de f(x,y) em R (teorema 4.3) 
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mostrando que os volumes dos sólidos circunscrito e inscrito tendem para o 
mesmo valor s quando n — +oo. Portanto, a região W tem volume finito e 
seu valor é s$. 

Exemplo 5.3: Calcule J [P+ dzdy, onde R = [0,1] x [0,1]. Esta 


R 
ntegral representa o volume do sólido da figura 5.5. 


Solução: Como f(x,y) = 72 +y? é contínua em R, segue do teorema 1.1 que 


fé integrável sobre R e 


He +y PJdedy = lim, F F(cjk)AzAy, 


j k=0 


endo que este limite independe da escolha de cj em Rjk = [£j, £j+1] X 


pai onde 
' 


1 ; 
O=rw<x=-—< spac s <In=l, 

k 1 k+1 

nsys <m = < <ym=le Ar=Ay=-— 

j 1 k+1 . 

_ Tomando Cj = (£j+1, Yk+1) = (4), temos 

! n 


n=l 
=D Hay) za 
jk=0 
1 n—1 
2 

n2 >, (hr j vês) 

jk=0 

=i 


Il 
[= Ri 
3 
na 
8 
+ 
«e 
Ed 
T 
na 
+ 
ps 
R 
R 
+ 
“e 
o 
E 
ESA 
+ 
+ 
a 
Mi 
na 
R 
A 
“e 
E 
Rr 
Š 
>, 
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DREIN 
j TA E 
j=0 
2 n-1 
= PD a 
n j=0 
2 n(n +1)(2n+1) 
n3 6 
_ 2n?+3n+1 
= 3n? ` 


2 
O limite da seqüencia (Sn) quando n — +00 é 3 Logo, 


J fe + y°)drdy = 5 
R 


zaten ymx?ey? 


(1,1,0) 


Figura 5.5 


Veremos, através do próximo teorema, que funções não necessariamente 


contínuas num retângulo R podem ser integráveis. 


Teorema 5.2: Seja z = f(x,y) uma função limitada no retângulo R = 
[a,b] x [c,d]. Se o conjunto dos pontos de descontinuidade de f pode ser 
descrito como uma união finita de gráficos de funções contínuas, então fé 


integrável sobre R. 
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ua demonstração pode ser vista em Apostol, 1969, p. 365. 


Da definição de integral dupla como limite de somas de Riemann e dos teo- 
remas sobre limites, podemos deduzir algumas propriedades fundamentais da 
integral dupla. Estas propriedades são, essencialmente, as mesmas da integral 


de uma função real de uma variável real. 


(5) Linearidade. Sejam f e g funções integráveis num retângulo R e c1, c2 


constantes reais. Então cı f + c2g é integrável sobre R e 
| fiesta) + costeudzdy= e f f firáréy rs f f alo, u)dedy. 
R R R 


(ii) Monotonicidade. Se f e g são integráveis num retângulo R e 


f(x,y) > 9(x,9y), (2,4) € R, então 


J fticaêndy> f | ole y)dzdy. 
R R 


(ii) Aditividade. Se o retângulo R é subdividido em n retângulos 
Ri, Rn, e se f é integrável sobre cada R;,i =1,---,n, então f é 


integrável sobre R e 
ff rtasdzas = f | te vdzay. 
R EI R 


O teorema a seguir nos dá um método prático para o cálculo de algumas 


integrais duplas através de duas integrações sucessivas de funções de uma 


variável. 


Teorema 5.3 (Teorema de Fubini): Se a função z = f(x,y) é contínua 
no retângulo R = [a,b] x [c,d], então a integral dupla de f sobre R pode ser 


obtida através de integrais iteradas, ou seja: 


J [ienaa f | / “tea de= f | fi E] dy. ES 
R 
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Nota: A fórmula (5.1) ainda é válida se-f é descontínua apenas numa união 


finita de gráficos de funções contínuas. 


Demonstração: Vamos mostrar que 


f |U seo dz = | | 1E vdzay. 
R 
Para cada z € [a,b], definamos 
d 
F(e)= | Fæ y)dy. 


Dividindo o intervalo [c, d] por meio de uma partição regular de ordem n, 


P = {y0, +, Yk, ++, Yn}, podemos escrever 


F(z) = Efe | 


Para cada x fixo, aplicando o teorema do valor médio para integrais no 


intervalo [yp, y+1] (k = 0,1,---,n — 1), obtemos | 


[E Hendy = ferun- m), 


onde Y(x) € [yk, Yk+1]. 


Mostramos então que 


Plaje E enny) 
k=0 


Pela definição de integral de funções de uma variável como limite de somas É 


de Riemann, 
aL 
p Plelde = „im, E Plot 25) 
onde P = {£0,:--, £j,- -, 2n} é uma partição regular de ordem n de [a,b] e 


Pj é um ponto qualquer de [z;, £j+1]- 
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Tomando c;k = (pj, Yk(p;)) E€ Rjx = [7;,2;+1] x [yk, yk+1], obtemos 
n-1 
F(pj) = X (cjr) (Urt — vr). 
k=0 


Portanto, 


[i [tendar = ["rtejdo = 


n—l 


= lim 5 F(p;)(zj+ — zj) = 
j=0 


n>+oo 


Es n=l 
= Jim 3 p (cik) (Yk+1 — Yk) ) (zm -—2))= 


j=0 


Analogamente, podemos mostrar que 


[É f steára= f f te.vjdzas. 
R 


O teorema de Fubini tem uma interpretação geométrica simples, ilustrada 


na figura 5.6. 


seção plono de dreo 
Anel fed 


Figura 5.6 
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Se f é contínua e não negativa num retângulo R = [a,b] x [c, d], o número 


que representa a integral Í f f(x,y) dzdy é o volume do sólido W compree 


dido entre a superfície de Sina z = f(x,y) eo retângulo R. 

Para cada y no intervalo [c,d], a integral A(y) = Fã F(x,y) dz é a área da 
seção plana do sólido obtida como interseção do plano paralelo ao plano gz 
passando por (0, y,0) com o sólido. Pelo Princípio de Cavalieri, expressamos 


o volume de W por i A(y) dy. Portanto, 
df pb 
| freada [ If Strada dy. 6.2) 
R 


Analogamente, se considerarmos a área da seção plana obtida como in- 


terseção do sólido W com o plano paralelo ao plano yz passando por (x, 0,0) 


, 


obtemos 


- 
- 
E: 
É 


J [tenaa f | [re os) E (5.3) 
R 


Exemplo 5.4: Calcule j fe seny — ye?) drdy, onde R = [-1,1]x 
R 


[0, 7/2]. 


Solução: Como f(x,y) = zseny — ye” é contínua no retângulo R, o 


teorema de Fubini (ver equação (5.2)) fornece 


n/2 1 
J Je seny — ye”) drdy = f | (x seny — ve” Jda dy = 
0 -1 
R 


7/2 [92 l 
= f [5 seny — ve] dy = 
0 2 E 


ntegrais múltiplas 165 


u 
+ 
à 
Ə 
PEER 
à 
e 
+ 
Ie 
Sea 
a 
e 
[j 


açamos agora o cálculo da integral usando a equação (5.3): 


1 x/2 
Í feeseny- ye”) drdy = J, 1 (x seny — veis dz = 
R 
5 i 


1 
= pus Vo 
= f’, -zev zé 


dz = 


85.3 Integral dupla sobre regiões mais gerais 


Até agora a integral dupla foi definida apenas para regiões de integração 


retangulares. Entretanto, não é difícil estender o conceito a regiões mais gerais. 


Definição 5.2: Sejam D um subconjunto limitado e fechado do plano xy e 


R = [a,b] x [c,d] um retângulo que contém D. Seja f uma função contínua 
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(logo limitada)* em D. Definamos uma hova função f (limitada) em R por 


Fy) > (vy)eD, 
Hay) = 
0 » (@my)ER-D. 
É claro que F é conius; exceto, possivelmente, na fronteira de D (figura 


5.7). Se a fronteira de D consiste de um número finito de gráficos de funções 


contínuas, então f é integrável sobre R, pelo teorema 5.2. Definamos 


J | ttesuanáy = J [Feda 
D R 


gráfico da z=fix,y) gráfico de f 


Figura 5.7 
A integral / / f(x,y) dedy independe da escolha do retângulo R que 
contém D, como Feni no teorema 5.4. 
Consideremos, primeiramente, um subconjunto D do plano xy descrito do 
seguinte modo: 


D={(z,y) ER? |a<z<b e p(z) < y < (nm) 


“Seja D C IR” um subconjunto fechado e limitado. Toda função real definida e contínua 


em D é limitada (ver [9], p. 44) 
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onde 1 € 2 são funções contínuas em [a,b] e pı < p2. Tal subconjunto 
é chamado região de tipo I. Um exemplo de uma região deste tipo pode 
ser visto na figura 5.8(i). Numa região de tipo I, para cada t € [a,b] a reta 
z = t intercepta D segundo um segmento de reta compreendido entre as curvas 
y=pilz)ey= va(x). Esta região é fechada e limitada porque 4 e p2 são 


contínuas em [a,b]. 


Uma região D de tipo II é descrita por 
D= {(z,y) E€ R? |e<y<de Yi(y) < z < Voy), 


onde Yı e Vo são funções contínuas em [c, d] e Yı < Yo. Um exemplo pode ser 


visto na figura 5.8 (ii). Regiões de tipo II são também fechadas e limitadas. 


w w) 
Figura 5.8 


Todas as regiões que consideraremos serão de tipo I, de tipo II, ou então 
poderão ser divididas num número finito de subregiões, cada uma das quais é 


de tipo I ou II. 


É 
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Teorema 5.4: Seja f uma função definida e contínua num subconjunto 
limitado e fechado D C IR2. 


Se D é uma região de tipo I, então 


ea b pera) 
J Jtcanázas= f [PO sto, vjdudo. (5.4) 
D a Jyi(z) 
Se D é uma região de tipo II, então 
d ptal) | 
J ftcaácas= f [O 1e vjazdy. (5.5) 
A c JYi(y) | 


Demonstração: Demonstraremos apenas (5.4), pois a prova de (5.5) é 


análoga. 


Seja R = [a,b] x [c,d] um retângulo que contém D. Por definição, 


/ J f(z, ydrdy = f / f(x, y)dzdy, 
D R 


onde f coincide com f em D e é nula em R — D. 
Para cada 2 fixo em [a,b], a função f(z, y) é limitada em [c,d] e contínua, | 
d i 


exceto, possivelmente, em dois pontos. Portanto, / fa, y) dy existe e 
c 


d yı(z) p(z) d 
dy = d »yjd z ; 
fada = [PO rtosujay+ Lico Tenus f Fondo 
Como f(x,y) = 0 para c < y < ni e p(z) < y < d, então 
[ Tenia [ES Feva= Lo Neny. 


Da equação (5.3), temos 


J [Fenda = [' [ fenai- 
R 
[ES f(z,y)dydz, 
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o que completa a demonstração. 
As fórmulas (5.4) e (5.5) mostram que a integral / | Key) dedy inde- 


pende da escolha do retângulo R que contém D. 


Observação 5.2: Se f(x,y) = 1 para todo (x.y) € D, a integral 
J pá dxdy é a área de D. 


De fato, consideremos D uma região de tipo I, descrita por 
D=[(ry)eR [a<z <b. pi(z) < y < pr) 
' Pela equação (5.4), 


/ fiw = Ela dydz [ia Pilx)) da 
D 


= área de D. 


< Exemplo 5.5: Calcule J fe + y) dzdy, onde D é o triângulo de vértices 


D 
É (1,0), (0,1) e (1,0) ( figura 5.9). 
'* Solução: Para cada y fixado entre 0 e 1, temos 
RA ()=y-1<z<1-y=W(y). Portanto, a região D é de tipo II. 


Usando a equação (5.5), obtemos 


J [etii = 4 [ervan f NES a| dy É 
1 
= 


e=y-l 
mp =! 
= [ (ou ady = PE] = 
Jo 3 ja 


, 
j 
R 
| 
Í 
: 
K 


Observe que esta região D pode ser dividida em duas regiões de tipo I, isto 


é D = Dı U Dz onde 


Dı = {(z,y) E R| -1<r<0, 0<y<z+1) 


iiti 
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Dz = {(z,y) E R?|0<z<1, 0<y<lI-2) 


Portanto, 


Jie + y)dzdy Ta y)dzdy +4 fe + y)dzdy 
-f e bajame a (x + y)dydz = 


il 
=0+5=5 


Figura 5.9 


Exemplo 5.6: Encontre o volume do sólido limitado pelos cilindros 
Hy =a essa, 
Solução: O volume do sólido pedido é oito vezes o volume do sólido W 


esboçado na figura 5.10. 


171 


Figura 5.10 


A base do sólido W é a região D do plano xy cujos pontos (x,y) satisfazem 
a0<s<ae0<ys va- a. 
Para cada (x,y) € D, a altura do sólido W é dada por z = f(x,y) = 


ya? — x2. Então o volume de W é f f va? — r? drdy. Usando a fórmula 
! D 


(5.4), temos 
| [VF =f m Va? — r? dydz = 
S 
-fe z°)dz [es J Š A 


pe 1, 1642 
Portanto, o volume do sólido pedido é E 


-$5.4 Exercícios 


1. Determine a região de integração D e troque a ordem de integração das 


* seguintes integrais. 
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LO ton dyaz. 
» f ls T(2,y) dedy. 


n/2 pl 
f {(2, y) dydz. 
v cosT 


2. As integrais abaixo não podem ser calculadas exatamente, em termos de 
funções elementares, com a ordem de integração dada. Inverta a ordem de 


integração e faça os cálculos. 


Elos 
Doi, dady. 
0 Jy 
1 pl 
b) f / SEAU ido 
0 dz y 


3. Calcule as integrais, para as regiões D indicadas. 


f fisen (z°)drdy ; D limitada por y=213,y=-gl3ez=8, 
D 
/ J cos(u?) dedy ; D limitada por y=vVz,y=2e2=0. 
D 
c) J f(x + 2 deay i D limitada por y = 17? y =1ey=4. 
D 
d) f [emn dzdy ; D éo quadrado [0,1] x [1,2]. 
D 


4. a) Transforme a soma das integrais duplas 


Eis Heapanios [PTH f(x,y) dyda 


em uma única integral dupla numa região D conveniente. 


b) Calcule a integral dupla em D quando F(x,y) = zy. 
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5. Determine a área da região limitada pelas curvas: 
a) W=16-7º e z+2y+4=0. 
b) z=y,z+y=2 e y=0. 


6. Calcule o volume do sólido, no primeiro octante, limitado pelas superfícies 


z=l-pPr=y4lez=-9"+9. 


7. Calcule o volume do sólido limitado pelas superfícies y = 4 — 2? ,y=3z, 


z=14+4e2z=0. 


8. Determine o volume do sólido limitado pelas superfícies z = 1—4°, 1+2 = 2 


ex=2paraz>o0. 


9. Determine o volume do sólido limitado pelas superfícies z = y, 2=4- 22, 


z=0ey=-4comz>0. 


85.5 Mudança de variáveis na integral dupla 


Um dos objetivos da mudança de variáveis na integral dupla é facilitar 
o cálculo da integral J J f(x,y) dxdy, quando o integrando f ou a região D 
D 
são tais que a integral não é simples de ser calculada diretamente. 
Na integração de funções de uma variável, usamos o método da substituição 


b 
para simplificar a integral / f(x)dx. Este método é baseado na fórmula 
a 


[i ted= [É too gdi, 


onde a = g(c) e b = g(d), sendo g inversível com derivada contínua em [c,d] e 


f contínua em [a,b]. 
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No caso de funções de duas variáveis; transformaremos a integral dupla 


J fre y) dxdy, onde D é uma região do plano xy, em outra integral dupla, 
/ fm u,v) dudv, onde Q é uma região do plano uv. 
Para tal fim, cónsideremos as funções de u e v definidas por 
z=g(u,v) e y= y(u,v). (5.6) 


Estas equações definem uma aplicação g que associa a cada ponto (u,v) do 


plano uv um ponto (x,y) do plano zy, isto é, 


glu, v) = (z(u, v), y(u, v)). 


Impondo condições apropriadas sobre z(u,v) e y(u, v), podemos determinar | 
uma região Q do plano uv de modo que g é contínua e injetora em Qe 


9(Q) = D, como mostra a figura 5.11. 


vÅ 


xextu,v) 
yayu) 
eeki 


Figura 5.11 


O teorema a seguir nos fornece condições sob as quais é possível mudar as 


variáveis na integral dupla. 
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k eorema 5.5: Considere g uma aplicação definida por 


glu, v) = (z(u, v)), y(u, v)), 


onde v e y são funções de classe C! num subconjunto aberto U C IR2.Seja Q 
um subconjunto limitado e fechado contido em U tal que 


(i) g é injetora em Q 


ôr dr 
ag ; R noai du ðv ; 
(ii) o determinante Jacobiano da aplicação g, dy à (também deno- 
yY 
du Ou 


a(x y) 
9(u,v) 


tado por : nunca se anula em Q. Se f é integrável em g(Q), então 


1 fr x, y)drdy = fre v utu |A AEN du dv. (5.7) 
g(Q) 


a(z, y) 
9(u,v) 
em subconjuntos de Q que possam ser descritos por um ponto ou pelo gráfico 


Nota: A fórmula (5.7) ainda é válida se 


= 0 ou g deixa de ser injetora 


“de uma função contínua ou por uma união finita de conjuntos destes dois tipos. 


i 
4 


A demonstração deste teorema pode ser vista em Rudin, W., 1976, p- 252-253.. 


Neste texto nos limitaremos a dar uma justificativa geométrica da fórmula 
5.7) quando f(x,y) = 1 em g(Q). 


Para isto, consideremos P uma partição regular de ordem n de um retângulo 


R que contém Q. A imagem por g de um segmento de reta horizontal no plano 


uv (v é constante em tal segmento) é uma curva no plano xy parametrizada 


raia ia 
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no parâmetro u (chamada curva u). Analogamente, a imagem de um seg 
mento de reta vertical é uma curva no plano xy parametrizada no parâmetro 


v (chamada curva v). Os vetores 


ð.: ôr O 
Vi(u,0) = (5:58) e vatu) = (2,2) 


são tangentes à curva u e à curva v, respectivamente, no ponto (z(u, v), ylu, v)). l 

Seja Ryv um subretângulo de R de dimensões Au e Av. Se tomarmos | 
Au pequeno, podemos considerar V; constante ao longo da curva u no inter 
valo [u,u + Au] e, portanto, o comprimento desta curva é aproximado por : 
|| Vi || Au. Do mesmo modo, para Av pequeno, o comprimento da curva v no | 
intervalo [v, v + Av] é aproximado por || V2 | Av. : 

Como po z Æ 0, os vetores V; e Vz são linearmente independentes. As- , 
sim a subregião de g(Q) imagem do subretângulo Ru é aproximada por um E 


paralelogramo de lados V; Au e VoAv (figura 5.12), 


X=xtuv) 
Yeytum 


curvo u 


Figura 5.12 


cuja área é dada por 


| Vi Au x VAv ||=|| Vi x Vz || AuAv = 


a Eu au Au. 
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)| Auv e o limite 


; ; z,y) 
destas somas cu] [18 


5.5.1 Casos especiais de mudança de variáveis 


i) Mudança linear. Consideremos a transformação linear g definida pelas 


equações 


z=au+bv e y = cu + dv, (5.8) 


onde a,b,c e d são constantes reais. O determinante Jacobiano desta 


ransformação é dado por 


alz y) (a 
9(u,v) èa 


o 209) 
° aluo) 


ide z e y. Portanto, g é injetora em JR? e a fórmula (5.7) pode ser escrita na 


# 0, então o sistema (5.8) pode ser resolvido para u e v em termos 
-forma 


J / fle ydzdy jad te! / fio + bv,cu + dv)dudu. (5.9) 
9(0) Q 


Exemplo 5.7: Calcule / Jea dxdy, onde D é a região triangular 


limitada pela reta £ + y = 2 e os eixos coordenados. 


| 
| 


olução: A presença dos termos y — x e y + x no integrando sugere a 


Tansformação linear definida por 


u=y—r v=y+a, (5.10) 
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cujo determinante Jacobiano é 


(u, v) =] 1 
a(z, y) 11 


Portanto, do exemplo A.9, apêndice, segue que as equações (5.10) definem 


uma mudança de variáveis linear para x e y como funções de u e v e 


(xy) 1 


(uv) X 
Para encontrarmos a região de integração Q do plano uv notemos que as 
retas x = 0 e y = 0 são levadas nas retas u = v e u = —v, respectivamente, e 
a reta x +y = 2 é levada na reta v = 2. Então a nova região de integração Q 


é uma região triangular, como mostra a figura 5.13. 


Assim, pela fórmula (5.9), temos 


2 pu 
f | eroa drdy = 5J fest" dudo = 5f / et!“ dudy = 
b Q º 


1/2 
=; v(e- e™)dv =e- e7}, 
2 Jo 


xsytv-w 


Yayvan 


Figura 5.13 
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5) Mudança polar. Um ponto P com coordenadas retangulares (x,y) 

em coordenadas polares (r, 0), onde r é a distância do ponto P à origem e 0 
é o ângulo formado pelo eixo positivo dos x e o segmento de reta que liga. a 
origem a P (figura 5.14). As coordenadas retangulares e polares do ponto P 


estão relacionadas por 


z = rcosð e y =rsenð (5:1) 


onde r > 0 e 8 varia num intervalo da forma [90,00 + 27). 


As equações (5.11) definem uma aplicação g do conjunto 


{(r,0) E R? |r >0, fo <8 < 0o +2r} 


i 


em JR?. Esta aplicação é injetora se a restringirmos ao subconjunto 


{(r,0) ER? |r >0, bo <8 < bo +2r}. 


A curva no plano xy imagem de r = a é uma circunferência de raio a 


centrada na origem. 


A curva no plano zy imagem de 6 =constante é uma semi-reta que contém 


a origem. 
' A figura 5.14 mostra a imagem de um retângulo do plano rô. 


O determinante Jacobiano desta aplicação é 


alz, y) cos —r sen 
= =r 


a(r, 0) sen  rcosô 


Neste caso, a fórmula (5.7) se escreve 


J f fæy)dady = | fricos, r sen 0) drdð. (5.12) 
sQ) Q 
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Pela nota que aparece imediatamente após o teorema 5.5, esta fórmula é 


válida se Q está contido no conjunto ((r,0) € R?|r > 0, bo > 8 > bo + 2r}. 


O= constante 


r= constonte 


Figura 5.14 


Exemplo 5.8: Calcule Tf ln(x? + y?) dzdy, onde D é a região do primeiro 
D 


quadrante situada entre as circunferências z? + y? = 1 e 7? +y? = 4. 


Solução: Usando a mudança polar 
xz=rcos , y =rsenð, 


temos que os primeiros quadrantes das circunferências z? +y? = 1 e g? +y? = 


4 são as imagens dos segmentos de reta r = 1 e r = 2 com 0 < 0 < - 
respectivamente, e os segmentos de reta y = 0,1 <z<2exr=0,1< yv<2, 
são as imagens de 0 = 0,1 <r < 2, e8 = 1 <r < 2, respectivamente. 
Portanto, a região D é a imagem do retângulo Q = {(r,89) € R |1<r< 


2,0<0< 5) (figura 5.15). 
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Assim. usando a fórmula (5.12). obtemos 


E op 2 pm/2 
I / In (z? +y)dedy = / J rln (r2)Jdrdo = f f 2rinrdodr = 
à J a Ji JO 
D Q 


E a E 
=5/ drinrdr= 5 lmr- E 


2 


r=1 


= q(8n2-3). 


Figura 5.15 


| Exemplo 5.9: Calcule o volume do sólido W acima do plano xy limitado 


pelo parabolóide z = z? + y? e pelo cilindro z? + y? = 2y (figura 5.16). 


Solução: Se (x,y,z) € W, então 0 < z < x? + y? e (x,y) pertence à bola 


fechada D definida por 


D = {(z,y) € R? | 2? +y? -2 <0} 


Portanto, o volume de W será j fe + y?) dedy. 
D 
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Figura 5.16 


Usando a mudança polar definida pelas equações (5.11), verificamos que a 
fronteira de D cuja equação é £? + y? — 2y = 0 é a imagem da curva 


r=2senô, 0<60<y7,. Portanto, D é a imagem do conjunto 
Q = {(r,0) € R? |0 <r <2senð, 0 <0 <r}. 


Logo, 
o m [2sen6 [4] 72880 é To 
(2º + y“ )drdy =[ f ř drdo = | 4 do=4| sen 
A o Jo o M 0 
à [50 sen26 | a 3T 
8 4 a loco 2 


Nos exemplos a seguir, as mudanças de variáveis utilizadas não são casos 


especiais. 
Exemplo 5.10: Determine a área da região D do plano xy limitada pela 
curva (2x — 4y+7)2+(x+5y)2 = 14. 


Solução: A equação da fronteira de D sugere a aplicação não linear definida 


por 
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u=2x-4y+7 e v=7+5y. (5.13) 
Como o determinante 


(u,v) 2 =4 
a(z, y) 1 5 | 


* as equações (5.13) definem uma mudança de variáveis para 7 e y como 


funções de u e v, cujo determinante Jacobiano, pelo exemplo A.9, apêndice, é 


9(z,y) 1 


O(u,v) 14º 


A região de integração Q do plano uv é limitada pela curva u? +v? = 14. 


'* Logo, usando a fórmula (5.7), a área pedida é 


1 a 1 5 
Taa T o tg din 


Exemplo 5.11: Calcule J Je +y?) dzdy, onde D é a região no primeiro 

quadrante limitada pelas hiperbales z? -y =1, 1? -y =9, ry =2e 

zy = 4. 

Solução: As hipérboles no plano xy sugerem a aplicação definida por 
u=r -y e v=2y. , (5.14) 


Esta aplicação é injetora em D e o determinante Jacobiano 


9(u,v) 
a(z, y) 


Pelo exemplo A.9, apêndice, segue que as equações (5.14) definem uma mu- 


=2(22 +93) #0. 


dança de variáveis para x e y como funções de u e v, e 


a(z, y) 1 1 
(uy 2 2 
(u, v) de 2/u2 + 4v 


+ 


T 
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visto que (22 + y?)? = (2? — y?)? + 4r?y? = u? + 402. 
A região de integração Q no plano uv é o retângulo 


Q=(uv) ER |I<u<92<uv<4) (figura 5.17). 


Portanto, 


ff + wdnay “ve Fm3. 
D 


= Lezea de Q =8. 


Figura 5.17 


$5.6 Exercícios 
1. Considere a aplicação definida por 


t= e y=v-u. 

a) Determine a imagem D no plano zy do retângulo R no plano uv de 
vértices (0,1), (1,1), (1,2) e (0,2). 

b) Calcule a área de D. 
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. Considere a aplicação g definida pelas equações 


t=u+U e y=v—u?. 


1\ -1⁄2 
a) Utilizando g, calcule / / (z -y+ 5) dxdy, onde D é a imagem 


no plano xy da região Q no plano uv limitada pelas retas u = 0, v = 0 e 


utv=2. 


b) Descreva e esboce a região D. 


3. dat É fela 


porz+ty=l, reene 


2) dxdy, onde D é a região do plano xy limitada 


4. Calcule J |h, onde D é a região do plano xy limitada 


D 
pelas retas y — 2x = 2, y + 2x = 2, y — 2x =l e y+ 2r = 1. 


- 5. Calcule T / (2x + 1) drdy, onde D é a região no primeiro quadrante do 


D 
plano zy, limitada pelas curvas y = 22, y = £? +1, £ +y =1ez+y=2. 


6. Calcule J [adeay, onde D é a região do plano xy limitada pelas 
2 


Ao 
2 


parábolas x = y? -1,z=1-yer=4- 


Sugestão: use a mudança de variáveis x = u? — v? , y = uv. 


7. Calcule, usando mudança polar, as seguintes integrais: 


o [| = e onde D = {(z,y) € R? | 2? +y? < 4}. 


b) J Je + y?) dzdy, onde D é a região no primeiro quadrante do plano 


xy limitada por z? + y 
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c) / [ayaray, onde D = f(x,y) € R? |(z-1)} +y <1}. : 
`D 


8. Determine a área da região D do plano xy definida por 


D = {(x,y) € R? | 2? + (y - 2)? < 4 e z? +y? > 4}. 


z E g 2 
9. Determine a área da lemniscata, T +=] = Tey E 


10. Determine o volume dos sólidos W abaixo. 


a) W é limitado pelas superfícies z = x 


o plano z = 10. 


b) W = {(z,y, 2) € RÈ | £? +y? +2? <25 egr? +y? >g}, 
c) W é limitado pelas superfícies z = 0, £? + y? = 2y e z = yx? + y2. 
d) W é o sólido acima do plano zy limitado pelas superfícies z = 0, 


r+y+z=lezr +y =]. 


elz+y)/(2—y) 
IL ad | ear — y dudy, onde 
D={( Uer a iP +(s+y) <4, y <0es+y> 0}. 


12. a) Calcule a integral dupla 


D = {(x,y) € R? | 2? +y? < a 
b) Determine todos os valores de p para os quais T(p,a) tem um limite 
finito quando a tende para +00. 
a 


13. Sea >0, seja I(a) = Í e" du. 


J—a 
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a) Mostre que 


“(a) = f f eE azdy, onde D = [~a,a] x [-a,a). 


b) Se Bı e By são as bolas fechadas inscrita e circunscrita a D, respecti- 


vamente, mostre que 


Fi e70 + dedy < (a) </fe (+ dedy 


c) Calcule as integrais sobre Bj e B2, e use b) para mostrar que 1(a) 
+00, 


tende para VT quando a tende para +00. Isto prova que fe “dy = 
0 


E 


45.7 Centro de massa e momento de inércia 


Muitos conceitos, tais como massa, centro de massa e momento de inércia, 
podem ser definidos com o auxílio de integrais duplas. Nesta seção, faremos 
uma breve discussão destes tópicos. 

Se P denota um vetor no plano com origem em (0,0) e extremidade num 
ponto arbitrário e se n massas my, : , Mn estão localizadas nos pontos P4,- , Ph, 
respectivamente, o centro de massa do sistema é definido como sendo o ponto 


C determinado pela equação 


n 
onde o denominador > my é chamado massa total do sistema 
k=1 
Se cada massa my é transladada de um vetor dado 4 para um novo ponto 


Qk, onde Qk = Ph + A, o centro de massa é também transladado de A, pois 


E MEQ _ Emel Ph +A) Um, A 
Em D mk ma dis 
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Isto mostra que a localização do centro de massa independe da origem, depen 
dendo apenas dos pontos P4,- --, Pp e das massas. 
O centro de massa pode ser pensado como o“ponto de equilíbrio” qg 
sistema. 
Se as massas estão localizadas nos pontos de coordenadas (£1, y1); ++, (ns tm 
e se o centro de massa C tem coordenadas (Z, 7), a relação que define C pode 


ser representada pelas duas equações escalares 


Dmezk E J= E MkYk 
E mg D mMk 


No numerador do quociente que define 7, a k—ésima- parcela da soma, mpz,, 


= 


é chamada momento da massa m, com relação ao eixo y. Se a massa m 
igual à massa total do sistema fosse colocada no centro de massa, seu momento, 
em relação ao eixo y seria igual ao momento do sistema, 


mz = 5 MkTk- - 


k=1 


Quando consideramos um sistema cuja massa total está distribuída numa 
região do plano e não apenas num conjunto formado por um número finito de 
pontos, os conceitos de massa, centro de massa e momento são definidos por 
meio de integrais duplas. Por exemplo, consideremos uma lâmina fina tendo 
a forma de uma região D do plano e assumamos que a massa está distribuída 
sobre esta lâmina com densidade (massa por unidade de área) conhecida, isto é, 
existe uma função positiva f definida em D tal que f(x,y) representa a massa 
por unidade de área em (x,y). Se a lâmina é feita de material homogêneo, a 
densidade é constante. Neste caso, a massa total da lâmina é o produto da 
densidade pela área da lâmina. 

Quando a densidade f varia de ponto para ponto e f é integrável sobre D, 


podemos concluir, utilizando somas de Riemann, que a massa total de D é. 


Integrais múltiplas 189 


dada pela equa ;ão 


m(D) = [ | to.uázay, (5.15) 
D 


e que o centro de massa c = (7,7) da lâmina é determinado pelas equações 


ni p210 v)dzdy i | uf(x v)dedy 
“ao t TG 


(5.16) 


Quando a densidade é constante, digamos f(x,y) = k, as equações (5.16) 


ornam-se 


J Jadrdy J Jydrdy 
T=Do o e J= SE 
área( D) área(D) 


este caso, o ponto (7,7) é chamado centróide da lâmina (ou da região D). 


Exemplo 5.12: Calcule a massa e o centro de massa de um semicírculo 
D de raio a e centro na origem, sabendo que a densidade no ponto P é pro- 


orcional à distância do ponto ao centro do círculo. 


olução: A densidade num ponto P de coordenadas (x,y) é dada por 


F(z,y) = kyr? +92, 


nde k é a constante de proporcionalidade. Pela fórmula (5.15), a massa do 


emicírculo D é dada por 


m(D) = ef J 4/22 + ydrdy. 
D 


sando mudança polar, temos 


m pa 3 
m(D) = ef f r2drde = Hra x 
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Por (5.16), o centro de massa de D é ó ponto (7,9), onde 


kJ fav2z2º+y'dedy kf Jyvz2+yidrdy 
D D 


om) t ad) 


[fa = + yazdy = | f r° cos 8dðdr = 0 
2 o Jo 
a pr 4 
J| |+ wazdy= [ Í r? sen0dôdr =, 
o Jo 
D 


4 
o centro de massa de D é o ponto (7,9) = (o. 5) 


Como 


Se L é uma reta no plano da lâmina D, seja ó(x,y) a distância do ponto 


(x,y) em D à reta L. O número Iz definido pela equação 
I = | [Eloi y)drdy, 
D 


onde f(x,y) é a densidade em cada ponto (z, y) de D, é chamado momento 
de inércia da lâmina em relação à reta L. Os momentos de inércia em. 
relação ao eixo x e ao eixo y, denotados por I, e 1,, respectivamente, s 


dados pelas integrais 


L = J [} tevzi 


p J Í 2º f(z, y)dzdy. 
D 


A soma 1; + I, é chamada momento de inércia polar em relação à 


origem, denotado por Io. Logo, 


D= | [+ iteudedy. (5.19). 
g=: 
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xemplo 5.13: Uma lâmina fina com densidade constante k é limitada por 
uas circunferências concêntricas de raios a e b, e centro na origem, onde 


<a<b. Calcule seu momento de inércia polar. 


olução: Por (5.19), o momento de inércia polar da lâmina D é dado por 


I= ef Je + y?°)dzdy, 
D 


onde D = f(x,y) € IR? | a? < £? +y? < b}. Usando mudança polar para 


calcular a integral, obtemos 


2n pb 4.04 
lo=k [ [ drda = nº e 
0 Ja 2 


$5.8 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 5, suponha que uma lâmina com densidade f ocupe a 
região D do plano xy. Calcule a massa total m e as coordenadas (7,7) do 


centro de massa de D. 
1. D=((y)eR|0<r<30<y<3-0) f(2,y) = 2? +y. 
2. D= {(z,y) € R? | -3 < £ < 3,—3 < y < VI = T7}; f(z, y) =y +3. 


3. D é a região triangular de vértices (0,0), (3,0) e (3,5) e a densidade f 


em cada ponto P = (x,y) € D é igual à distância de P ao eixo y. 


4. D= {(x,y) € R?|O0<r<1,£ <y <zx+l1}ea densidade f num 


ponto P € D é igual ao produto das coordenadas do ponto P. 


5. D éa região no primeiro quadrante, limitada pelas curvas 
y 


2 
= y=0,e7=2; = f 
y=2+2",y ez ECAN] E 
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Nos exercícios 6 a 10, calcule os momentos de inércia Iņ e Iy de uma lâmina 
D no plano xy limitada por uma ou mais curvas descritas pelas equações 


dadas. Em cada caso, f(x,y) denota a densidade num ponto (x,y) de D. 


6. y=2-2,2=0,9=0; f(x,y) = 2 + 2y. 
T =e ys NOs sE f(z,y) = zy. 
8 z? +y? =a; Hay) = k(£? + y?)3/2, 


9. zy = l, zy = 2,x = 2y,y = 2r,£ > 0,y > 0; f(z,y)=1. 


10. y = V2z,y = 0,0 < £ < 2; fy) =|z-y]. 


85.9 Integrais triplas 


Definiremos integrais triplas através de somas de Riemann, de modo 
análogo ao que foi feito para integrais duplas. 

Seja w = f(x,y,z) uma função real definida e limitada num paralelepípedo 
(caixa) retangular R = [a,b] x [c,d] x [p,q]. Se P1, Pz e P3 são partições regu- 
lares de ordem n de [a,b], [c,d] e [p, q], respectivamente, o produto cartesiano 
P = P, x Po x P3 é chamado uma partição regular de ordem n de R, a qual 
subdivide a caixa R em nº caixas denotadas por Rijk. Podemos então formar 


a soma de Riemann Sn de w = f(x,y,z), 


n-In-1In-l 
Sn = Hon) AvAyÃo, 
i=0 j=0 k=0 
é =u d=c qp 
onde c;;k. é um ponto qualquer de Ri; e Ax o Ay A Az = 


Definição 5.3: Seja w = f(x,y,z) uma função definida e limitada na caixa 


retangular R. Se lim Sn é um número real s que independe da escolha de 
no 
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ij EM Rijk, chamamos este limite de integral tripla de f sobre R, e o 


denotamos por 


J | fttcsy,e)dzdgd: ou J| [ienaa 
R R 


Conforme o teorema 5.1, “Toda função w = f(x,y,z) contínua em R é in- 
tegrável sobre R”. Além disso, funções limitadas cujos conjuntos de des- 
continuidades podem ser descritos como união finita de gráficos de funções 
contínuas (tais como x = z(y, z), y = y(x, z) ou z = z(zx,y)) são integráveis. 


| Isto é análogo ao teorema 5.2. 


Como no caso de funções de duas variáveis, o Teorema de Fubini é válido: 


É 
; 
“Se f(x,y,2) é contínua em R então 
] 


Ha,y,z)dV = FE f(x,y, 2)dzdydr = 
h a Je Jp 
| E [ [10v aray = 


q pb pd 
/ / f f(x,y, z)dydrdz.” 
p Ja Je 


(E possível encontrar seis integrais iteradas para funções de três variáveis.) 


Para completar a analogia com as integrais duplas, consideremos o pro- 
blema de calcular integrais triplas sobre regiões fechadas e limitadas W C JR? 
(tais regiões estão contidas em alguma caixa retangular R). Dada uma função 
contínua w = f(x,y,z) definida em W, a estendemos a uma função faRE 
IR? — IR que coincide com f em W e se anula em R — W. Se a fronteira de 
W consiste de uma união finita de gráficos de funções contínuas, então fé 


integrável em R e definimos 


J| [tenaa-= f [| Fev aa. 
WwW R 
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Como antes, esta integral independe da escolha de R. 

Aqui também, restringiremos nossa atenção a três tipos especiais de regiões 
do R3. 

Uma região W.€ IR? é dita de tipo I se pode ser descrita por 


W = {(x,y, 2) € R? | (z,y) € D e fi(z,y) < z < f(x,y), 


onde D é a região limitada e fechada, projeção de W no plano xy, e f1, fo são 
funções contínuas em D, com fi < fo. 

Regiões deste tipo são limitadas por duas superfícies de equações z = 
f(x,y) e z = fo(x,y) e (talvez) por uma porção de cilindro gerada por uma 
reta se movendo paralelamente ao eixo z ao longo da fronteira de D (figura 


5.18). Neste caso, 


PH | enadaa= f f (IES pena) dedy. (5.20) 
Ww D i 


2º taty 


tatay 


Figura 5.18 
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Uma região W € IR? é de tipo II se pode ser descrita por 


W = {(z,y, 2) € RÈ | (z, z) € D e gi(z,2) < y < g(x,2), 


nde D é a região limitada e fechada, projeção de W no plano zz, e 91,92 são 


ontínuas em D, com 91 < g2. Neste caso, 


[from z)dxdydz = TI a fevna) dxdz. (5.21) 
WwW D i 


Finalmente, W C IR? é de tipo III se pode ser descrita por 
W = (2,42) € R? | (y, z) € D e hi(y, 2) < £ < haly, 2)} 


“onde D é a região limitada e fechada, projeção de W no plano yz, e hi, h2 


são funções contínuas em D, com hı < ho. Assim, 


/ / J f(z, y, z)dzdydz = f | ( i rA Hesua)da) dydz. (5.22) 
w D ý 


Observação 5.3: 
1. Se f(x,y,z) = 1 para todo (x,y,z) € W, então 


/ y J dzdydz = volume de W. 
w 


2. Se f(z, y, z) é a função que fornece a densidade (massa por unidade de 


volume) em cada ponto (x,y,z) € W, então a massa M de W é dada por 


i Cidia 


Exemplo 5.14: Calcule o volume do sólido W limitado pelas superfícies de 


equações z +z? =9, y +z=4,y=0ey 4. 
Solução: O sólido W é limitado superiormente pela superfície z = 9 — r e 


inferiormente pelo plano z = 4 — y. Portanto, 
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W=l[(vyz)€R|4-y<z<9-2e(2,y) € D}, 


onde D é a projeção de W no plano zy (figura 5.19) que pode ser descrita por 
D = {(z34) € R? | -Vy +5 < £ < Vy F5, 0 <y <4}. 


Assim, da observação 5.3.1 e da fórmula (5.20) segue que o volume de W. 


4 pvUF5 9-q? 
= J | [deive =f A (/ az) drdy = 
w 0 J-yyF5 \J4-y 


4 pU 4 z3 z=vVy+ 
=f (6-2? +y)dedy = | 5r — > + ty dy = 
0 J-VyF5 0 3 DR 


4 
= f (10% +5)? — o +52 + 2y(y + 52) di 
y=4 


20 4 4 20 
= [F 0+- gwt fw- Ro] 
3 15 5 3 b 


= Re + saj = E (ou — 255) 
15 jo TD P 


Figura 5.19 
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65.10 Mudança de variáveis na integral tripla 


Como veremos a seguir, a fórmula de mudança de variáveis na integral 
dupla pode ser estendida às integrais triplas. 


Seja g: U CIRê — IR? definida pelas equações 
x = z(u,v, s) r y = ylu,v, s) e z = z(u,v, s), 


onde z, y, z são funções com derivadas parciais contínuas no subconjunto aberto 


yuck. 
ðr dr dz 
du ðv Os 
od ; , e , | Oy Oy Oy A 
eterminante Jacobiano da aplicação g é | => = | (também 
ðu ðv ðs 
Oz Oz Oz 
du ðv Os 
denotado por ua), 


Se g é injetora num subconjunto fechado e limitado Q contido em U e 


(x,y, 2 m 
alev, 2) nunca se anula em Q, então 


(u,v, s) 
JAT f(x,y, 2)dedydz = 
9(0) 
= J | [ Kev sato ztn sy [aee dudvds. (5.23) 
Q 


Esta fórmula ainda é válida para funções de três variáveis, sob as condições 


da nota que aparece imediatamente após o teorema 5.5. 
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85.10.1 Casos especiais de mudanças de variáveis 


i) Mudança de variáveis cilíndricas 


Um ponto P de coordenadas retangulares (x, y, z) tem coordenadas cilíndricas 


(7,9,2), onde r e 8 são as coordenadas polares da projeção de P no plano zy 
(figura 5.20). As coordenadas retangulares e cilíndricas do ponto P estão 


relacionadas por 


gz = r cosð i y =rsenð e ETA (5.24) 
onde r > 0, 6 varia num intervalo da forma. [99,00 + 27) e —o0 < z < +oo. 


As equações (5.24) definem uma aplicação g: U C R8 —> R3. Esta 


aplicação é injetora quando restrita ao conjunto 
{(r,0,z) E R3 |r >00, MW<0<Mh+2m e -=< z< +0}. 


A superfície no espaço xyz imagem de r = a é um cilindro de raio a com 
eixo coincidente com o eixo z. 


A superfície imagem de 0 =constante é um semiplano que contém o eixo 


A superfície imagem de z =constante é um plano paralelo ao plano xy. 


A figura 5.20 mostra a imagem de uma caixa retangular no espaço rôz. 


O determinante Jacobiano desta aplicação é 


cos -—rsenô 0 


9(x,y,2 
Erro = senf rcos6 0 = r(cos? 0 + sen? 0) = r. 
0 0 1 


Portanto, a fórmula (5.23) se escreve 


ti / fasw2)dadyde = Í | f f(rcos6,rsen8, 2)rdrdôdz. (5.25) 
s(0) "Q 
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Esta fórmula ainda é válida se Q está contido num conjunto da forma 


((r,9,2) € R? |r >20, 00<0<0 +27. —o0 < z < +00}. 


Figura 5.20 


Exemplo 5.15: Calcule J | [> irivėz, onde W é o sólido limitado pelas 
WwW 


superficies z = Y8 — 17 — y? e 2z = 1? + y?. 
2 


2 
CU <a < y8 =a e (2,y) €D, 


onde D é a projeção de W no plano xy (figura 5.21). 


Solução: Se (x,y,z) € W, então 


As superfícies se interceptam segundo a curva z? +y? = 4e z = 2. Portanto, 


D=[(x,y) € IR? | 1? +y? < 4}. Usando mudança de variáveis cilíndricas 


z = r cos y =rsenð ” AA 


observamos que W é a imagem do conjunto 


Q={(r,9,z) ER? |0<r<2, OSOS e 


200 


Figura 5.21 


Portanto, da fórmula (5.25) segue que 


2 dm pVBD72 
J [ [ziva E radta Í A rzdzdodr = 
o o Jo Jẹ 
a 
J À a =) ar = 


r6] 287 
non 2 mes 
a per 4 | EM 


r=0 


ii) Mudança de variáveis esféricas 


Um ponto P de coordenadas retangulares (x,y, z) tem coordenadas esféricas 
(p, 8,4), onde p é a distância do ponto P à origem, 6 é o ângulo formado pelo 
eixo positivo dos x e o segmento de reta que liga (0,0) a (x,y), e y é o ângulo 
formado pelo eixo positivo dos z é o segmento de reta que liga P à origem 
(figura 5.22). As coordenadas retangulares e esféricas do ponto P estão rela- 


cionadas por 


x = psenycos6 n y = psen psen 0 e z= pcos, (5.26) 
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onde p 2 0, 0 < p < 7 e 8 varia num intervalo da forma [0o, 8o + 27). 
As equações (5.26) definem uma aplicação g: U C R? > Rº. Esta 


aplicação é injetora quando restrita ao conjunto 
(po, p) ER |p>0, M0<0<0+2m, 0<p<r). 


A superfície no espaço xyz imagem de p =constante é uma esfera centrada 


na origem. 


A superfície imagem de 0 =constante é um semiplano que contém o eixo 


A superfície imagem de p =constante é um cone circular cujo eixo coincide 


com o eixo zZ. 


A figura 5.22 mostra a imagem de uma caixa retangular no espaço põe. 


Gconstonte 


; psconstante 
ea 


p=constonte 


Figura 5.22 


O determinante Jacobiano desta aplicação é 


senpcos0 —psenysenô pcos cosh 
Dita sensen psenycosf pcospsenf := — p° sen Y. 
alp, 0, p) 


cosy 0 —pseny 
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a(z, y, z) 


ET = p? sen y. Portanto, a 


Como sen > 0 para 0 < ọ < 7, então | 


fórmula (5.23) se escreve 


J [ | serumantzando = 


9(0) 


= J | | Eosenpcose, psen psene, pcos (p)p? sen pdpdody. (5.27) 
Q 


Esta fórmula ainda é válida se Q está contido n~ conjunto da forma 
Cpo p)eR|p>0, MW<0<0+2m, 0<p<7). 


Exemplo 5.16: Calcule j J / t+ ardudz, onde W é o sólido no 
w 
primeiro octante limitado pela esfera £? + y? + 22 = 16 e os cones 


2 2 
z= VTF y?) e 2 = (ZE (figura 5.29), 


Figura 5.23 
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Solução: Usando a mudança de variáveis esféricas definida por (5.26), 


temos que a esfera T? +42 +2? = 16 é a imagem de p = 4, e os cones 


RPI e oyi T T 
=E tyez = E são as imagens de p = eq = =, 


respectivamente. Portanto, W é a imagem do conjunto 


Q=(0,0,0)cR|0<p<4 0<0< 


Assim, da fórmula (5.27), segue que 


J fer dadya | I / pe” sen pdpdodp = 
WwW 


S 

= 3 f p 2e” sen pdpdy = 
T, 
n/3 e a 

= 3 a sen pdp = 
7/6 = 


7/3 
— T64 / 
=-(e“*-1 sen pdp = 
64 im pdp 


= p= n(e“ —1). 


Exemplo 5.17: Calcule La V22+y? + z? drdydz, onde W é o sólido 
w 


2 
s T oy 
limitado superiormente pela esfera 12 + y? + (- — 5) = é inferiormente 
pelo cone z = yz? + y? (figura 5.24). 


Solução: Usando a mudança de variáveis esféricas definida por (5.26), a 


1? 
estera a? +y? + (2-5) = 4 é à imagem de p = cosp, e o cone 2 = 


Vz? +y? é a imagem de y = T 


Portanto, W é a imagem do conjunto 


Q= {0p ER |0<p<cosp, 0<0<M e 0<e<Fh 
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Logo, da fórmula (5.27), temos 


/ J / Je +92 + 22dedydo = Í / / p3sen pdpdody = 
W Q 


vi 7 [cosy 5 
ý =2 [ Í p° sen pdpdp = 
o Jo 
=7 f" senpcos pdo = 
2 Jo 
a E a = [qo 82 
10 =0 10 8 


Figura 5.24 


$5.11 Exercícios 


1. Calcule as seguintes integrais triplas: 


a) f J J zdxdydz, onde W é a região no primeiro octante limitada pelos. 
EA i 


planos y = 0, z = 0, £ + y = 2, 2y + £ = 6 e o cilindro y? + 2? = 4. 


b) 7 / / zy? 2º dedydz, onde W é a região no primeiro octante limitada. 
WwW 


pela superfície z = zy e os planosy=z,r=1e2z=0. 
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c) [JJ canávas, onde W é a região limitada pelas superfícies z = 
W 
2+y,y=r,2=0ey=1. 
d) Jf [rose + z) dxdydz, onde W é a região limitada pelo cilindro 
w 


z=y e os planos r +z => ez=0. 


NIX 


. Calcule o volume dos sólidos W descritos abaixo. 


a) W é limitado pelo cone z = 72 + y? e o parabolóide z = z? + y?. 
b) W é limitado pelas superfícies z = 8 — z? — y? e z = x? + 3y?. 


c) W é limitado pelas superfícies z = 4 — z? — y? e z = y, está situado no 


interior do cilindro z? + y? = 1, e z > 0. 


d) W é limitado pelo cone z = y£? + y?, pelo cilindro x?+y?— 72 + y? = 


x e pelo plano z = 0. 

e) W = {(z,4,z) € R? |z > 1,1 +y +z <7, 2> y?}. 

f) W = {(z,y, 2) € R? | £? +y? +2? < aez? < r? +y?) 
g) W = {(£,y, z) € R? | £? +y? +2? < 4,1? +y? < 2y}. 


h) W = {(z,4,2) E€ R? | £? +y? +2? > 4,2? +y? + (z- v2)? <2, z< 


V3? 497). 


2 Viza? a 
3. Calcule / do f dy f 2/22 + y?dz. 
0 0 0 


4. Calcule as integrais triplas abaixo, usando urna mudança de variáveis 


conveniente. 
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a) J | [induz onde 
w 


W = {(z,4,2) € R? | 2? +y? +2? <1,z > 0,2? +y? > 4} 


dzd 
b) II ceia, onde W é o sólido limitado pelas superfícies z = 


Vz? +y, z = V151- y e z= y4- ry, 


c) J | | cazdvas, onde W é o sólido limitado pelas superfícies z = 


w 
T? + y?, z = V37F y?) e 2? +y? +2? = 4. 


) PJ uz dadyas, onde 
w 2 


2 p2 
= 3 T y Z 
W = {(z,4,2) € R atg tg Shez oy Roz 0}. 


) JJe +% + 2)? drdyde, onde W é a região dada por: 


w 
i) W = {(z,y,2) € R? | £? +y? +2? < @?}. 
i) W = {(z,y, z) € R? | £? +y? +2? < T}. 
ad] trdi -z7 z> Onde W é o sólido definido por 
T? +yz 
weie ni E R? |1? +y? +2? < 2y,z < YT? Fy?,y > zer > 0}. 


) J | | sazayas onde 
WwW 


W = {(z,y,2) E R? | 4 < £? + (y — 1)? +2? <9, > 0,2 > 0}. 


5. Sabendo que a densidade em cada ponto de um sólido W é dada por 
f(x,y,2) = 


-zz 13» determine a massa de W quando 
gyz 


W = {(£,y,2) € R3 |2? +y? +2? <9 e T? +y? +2? > 2y}. 


CAPÍTULO 6 


INTEGRAIS DE LINHA 


b 
A integral J f(z)dz de uma função real de uma variável real pode ser 
a 
generalizada de vários modos (um deles já visto no capítulo 5). Uma genera- 
lização que possui diversas aplicações importantes, inclusive na Física, é a 


integral de linha, a qual descreveremos a seguir. 


$6.1 Integral de linha de função escalar 


Sejam f : R3 — IR uma função real e C uma curva em IRº, definida pela 
oc:l=[0,0) — R? 
t — a(t) = (z(t), y(t), z(t)). 

Para motivar a definição de integral de linha de f ao longo de C, vamos 
supor que C representa um arame e f(x,y,z) a densidade (massa por unidade 
de comprimento) em cada ponto (x,y,z) € C. Queremos calcular a massa 
* total M do arame. 

Para isto, dividamos o intervalo Z = [a,b] por meio da partição regular 
deordemna=to<h<--<t<tul-<t=b, obtendo assim uma 
decomposição de C em curvas C; definidas em [ti ti+ı], 1 =0,---,n— 1, como 


na figura 6.1. 
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Figura 6.1 


Supondo que o(t) é de classe C1, e denotando por As; o comprimento da 
curva C;, tem-se 
tia j 
As; =f I o'(®) || dt. 
ti 
Pelo teorema do valor médio para integrais, existe u; € [t;,t;41] tal que 
As; =|| o'(w;) || (tizi — ti) =|| o' (ui) || At;, onde At; = ti — ti. Quando n 
é grande, As; é pequeno e f(x,y,z) pode ser considerada constante em C; e 


igual a f(o(u;)). Portanto, a massa total M é aproximada por 
n-1 
Sn = F(o(w:)) || o'(u:) || Ati. 
i=0 


A soma Sn é uma soma de Riemann da função f(o(t)) || o'(t) || no intervalo 


la, b]. Logo, se considerarmos f (x,y, 2) contínua em C, então 
b 
M= f FOO) I oE de 
a 


Definição 6.1: Consideremos uma curva C em IRº, parametrizada. por 


a(t) = (z(t) y(t), 2(t)), t € [a,b], onde o é de classe C}, e f(x,y, z) uma 
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função real contínua em C. Definimos a integral de linha de f ao longo 


de C por 


fotas= [ fendds= [ HO NO hat (6.1) 


v 


Esta fórmula ainda é válida se o é C! por partes ou f oø é contínua 
por partes. Neste caso, a integral / f(x,y, 2)ds é calculada dividindo-se o 
(o! 


intervalo [a,b] em um número finito de intervalos fechados onde 


à Hot) Il o'(8) || é contínua. 


No caso particular em que f(2,y,2) = 1 se (x,y,z) € C, obtemos, pela 


fórmula (6.1), 


b 
Í ds = 7 || o'(t) || dt = comprimento da curva C. 
G a 


Exemplo 6.1: Calcule Je +y? + 2°)ds, onde C é a hélice definida por 
a(t) = (cost, sent, t), 0 < t < 27. 

Solução: o'(t) = (x'(t),y'(t), z'(t)) = (—sent, cost, 1). Portanto, o é de 
classe C! em [0,27] e || o'(t) |= vsen? t +cos?t+1 = 2. Como f é 


contínua, então de (6.1) segue que 


2r 2r 
[++ ds =f (cos? t + sen? t + t?) V2dt va [ (1+t)dt 
0 0 


al di 2/2m 
3 3 


(3 + 47°). 


vei 
0 


Se pensarmos na hélice como um arame e f(z, y, 2) = £? +y? + 2? como a 


Vr 
3 (34472). 


densidade de massa no arame, então a massa total do arame é 
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Um caso particular da integral de linha definida em (6.1) ocorre quana, 
a curva C é uma curva no plano vy definida por uma função de classe G1 
a(t) = (x(t) y(t)), a < t < b, e f(x,y) é uma função real contínua definida em 
C. 


Neste caso, a integral de linha de f ao longo de C é 


f ti= | fejas= [AOD ota ea 


Quando f(x,y) > 0 em C, a fórmula (6.2) tem como interpretação geométrica 
a “área de uma cerca” que tem como base a curva C e altura f(x,y) em cada é 
(x,y) € C (figura 6.2). Deixamos a justificativa desta interpretação para o. 


leitor. 


tix, yet) 


(uny) = T(t) 


Figura 6.2 


Exemplo 6.2: A base de uma cerca é uma curva C no plano xy definida . 


por x(t) = 30cos?t, y(t) = 30sen?t, 0 < t < 2r, e a altura em cada ponto 


ly Lol 
3 
cada m? um pintor cobra p reais, quanto o pintor cobrará para pintar a cerca? 


(x,y) € C é dada por f(x,y) =1+ — (z e y em metros). Se para pintar 


solução: A base da cerca no primeiro e segundo quadrantes é a porção de C 
dada. por a(t) = (30 cos? t, 30sen? t), 0 < t < 7, e a altura da cerca em cada 
ponto (x,y) é flz,y)=1+ E (figura 6.3). 

visto que o'(t) = (z'(t),y'(t)) = (90 cos? tsen t, 90sen? t cost), então o é de 


classe C! e 


pool = VE + (y (0)? = (90)? cost tsen? t + (90)? sen? t cos? t = 


= (90)? sen? t cos? t = 90 | sen tcost |. 


taya ey 
3 


Figura 6.3 


Como f é contínua, a fórmula (6.2) garante que a área da metade da cerca 


é 
J (1+ 3 ds =90 f (1 + 10sen?t) | sentcost | dt = 
Jë 3 0 


/2 n 
=90 | (sent + 10 senf t) cos tdt — E (sent + 10 sent t) cos ta] = 
0 n/2 


z/2 
sen ?t / 


= 10| + 2em% = 180 (5+2) = 450. 


0 
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A área total da cerca é 2 x 450 m? = 900 m? e, portanto, o pintor cobrará 


900p reais. 


§6.2 Integràl de linha de campo vetorial 


Sejam 


F: R SR? 
(2,4,2) — F(x,y,2) = (Fi (x,y, z), F(x,y, z), F3(z,y,2)) 


um campo vetorial e C uma curva em JR?, definida por o(t) = (x(t), y(t), z(t)) 
te [a,b]. 

Para motivar a definição de integral de linha de F ao longo de C', supo- 
nhamos que F representa um campo de forças e calculemos o trabalho realizado | 
pela força F ao deslocar uma. partícula ao longo de C. 

Quando C é um segmento de reta ligando o ponto A ao ponto Be F é 
uma força constante, sabemos que o trabalho realizado por F ao deslocar uma 


partícula ao longo de C é dado por 
W=F.AB= (força na direção do deslocamento ) x (deslocamento). 


Quando C não é um segmento de reta, podemos aproximá-la por uma linha 
poligonal com vértices em C do seguinte modo: dividimos o intervalo 1 = [a,b] 
por meio de uma partição regular de ordem n, a = tọ < -+ < ti <- < tn = 
b, obtendo assim uma linha poligonal de vértices o(t;) = (x(ti), y(ti), z(t), 
i=0,---,n— 1 (figura 6.4). 

Como, para n grande, At; = ti+ı — t; é pequeno, o deslocamento da l 
partícula de o(t;) até o(t;+1) é aproximado pelo vetor As; = o(t;+1) — o (ti), | 


e F pode ser considerada constante e igual a F(o(t;)) no intervalo [t;, ti+1]. 
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C'(tdar, 
LiPo!) Y 
e. ro Ting) — Mt 
| $ t hy b 
i 
l Figura 6.4 
Supondo que o'(t) existe para todo t € [a,b], então, pela definição de 
derivada, temos que 


As; ~ o(t)A(ti). 
Portanto, o trabalho realizado para deslocar uma partícula de o(t;) até 
o(tiy1) é aproximadamente 


F(o(ti)) - Asi = (Plo(t)) -o(ti)) At; 


Assim, o trabalho W realizado pela força F para deslocar uma partícula 


ao longo de C é 


n—1 
W= lim (Ereto etas). 
i=0 


n=>-+o0 


Se o! é contínua em [a,b] e F(z,y,2) é contínuo* em C, o limite acima 


*Um campo vetorial 
F:DCR" SR” 
z=(m,,Zn) = F(z) = (Fi(z),--,Fo(x)) 


é contínuo em D se as funções F, : D C IR” — IR são continuas em D,i=1,--:,n. 
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existe e é igual a 
b 
w= / (F(o(t) - o'(t))de 
a 
Definição 6.2: Consideremos uma curva C em IR? parametrizada por o(t) = 
(a(t), y(t), 2(t)),-t3€ [a,b], onde o é de classe C?, e F(z,y, z) = (Fi(7,y,2), 
Fo(z,y, 2), F3(£, y, z)) um campo vetorial contínuo definido em C. Definimos 


a integral de linha de F ao longo de C por 


Í F.dr= IX F(o(t)) -o!(t))dt (6.3). 

(no integrando acima F(o(t)) - o'(t) denota o produto escalar de F(o(t)) por 
o'(t)). 

Se a curva C é fechada, isto é, se o (b) = o(a), a integral de linha é denotada 


por £ F.dr. 
foi 


EERS Pp E 


Como no caso da integral de linha de uma função escalar, a fórmula (6.3 


ainda é válida se F(o(t)) -o'(t) é contínua por partes em (a, b}. 
Se usarmos as componentes de F e de o, a equação (6.3) se escreve 
J, F.dr= E Fi(o(t))x'(t)dt + Fo(o(t))y' (t)dt + Fa(o(t))z (t)dt. 
Por esta razão, é usual denotar-se a integral de linha por 
fr iie fpa + Fady + Fada. 


Quando C é uma curva no plano xy parametrizada por o (t) = (x(t), y(t) 
t € [a,b], a integral de linha de F(x,y) = (Fı(x, y), Fo(x,y)) ao longo de C 
dada por ! 


Í F-dr= É Ade + Fody = f è P (olt))z' (Edt + Folo (t))y tdt. (6.4) 
cC G ta 
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xemplo 6.3: Calcule Rj - dr, onde F(x,y, z) = (x,y,z) e C é a curva 


parametrizada por a(t) = (sent, cost, t), 0 < t < 2r. 


olução: Como F é contínua em IR? e o'(t) = (cost, — sent, 1) é contínua 


em [0, 27], usando (6.3) temos 


2m 
LF ar = (sent, cost, t) - (cost, — sent, I)dt = 
C 0 
2m Ê 27 
= (sen t cost — sentcost+t)dt = | tdt = 27º. 
0 0 
Exemplo 6.4: Calcule a integral de linha do campo vetorial F(x,y) = 


= (z? — 2£y, x° + y) de (0,0) a (1,1) ao longo das seguintes curvas: 


a) O segmento de reta C; de equações paramétricas T = t, y =t, 0<t<1. 


b) A curva Cs de equações paramétricas z = t?, y = t, 0 <t < 1. 


Solução: Para a), temos o(t) = (t,t). Então o'(t) = (1,1) e 
F(o(t)) = (-t2,tê + t). Portanto, por (6.4), 


1 su pl 
F.dr E: Pr + t)dt Ep É 
C 0 3 4 


Para b), temos o(t) = (t,t). Então o'(t) = (2t,3t2) e F(o(t)) = (t — 28, 
tê +t). Logo, por (6.4), 


1 R 6 47 el 
F-dr= Í (265 — 4t + 368 + 3t)dt É E | 2 
o 


o, 6 ra 42" 


Este exemplo mostra que a integral de linha de um campo vetorial de um 


ponto a outro depende, em geral, da curva que liga os dois pontos. 


Vamos agora calcular o item b) mais uma vez, usando uma representação 
paramétrica diferente para a curva Cy. A curva C pode ser descrita pela 
função 


pe) = (t,t) |, o<t<l 
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Como B'(t) = (1, 302) e F(a(t)) = (t? — 245/2,43 443/2), obtemos, por (6.4) : 


E 


1 1 É 
f F(B(t)) - B't)dt =f (e -25/2 4 Sp 4 5º) dt = 
o o 2 2 Ê 
S Ë 447/2 =] 1 25 

; a 225 
6 7 3h 2 ! 
: 


i 


Acabamos de observar no exemplo acima que o valor da integral f F -dară 
Ce 
é o mesmo para as duas parametrizações da curva Cz. Esta é uma propriedade 


importante das integrais de linha que provaremos a seguir. 


Lembremos que (ver Cap.1, p.25) seo(t) (a < t < b) e A(t) (c<t< d) 
são duas parametrizações equivalentes da curva C, então existe uma função 


h : [c,d] > [a,b], bijetora e de classe C}, tal que B(t) = o(h(t)). 


Se h é crescente, dizemos que h preserva a orientação, isto é, uma partícula 
que percorre C com a parametrização S(t) se move no mesmo sentido que a - 
partícula que percorre C segundo a parametrização o(t). Se h é decrescente, 


dizemos que h inverte a orientação. 


Teorema 6.1: Sejamo(t) (a <t < b) e B(t) (c < t < d) parametrizações 
C! por partes e equivalentes. 


Se h preserva a orientação, então 


(Co e Co denotam a curva C parametrizada por B(t) e o(t), respectiva- 


mente). 
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pemonstração: É suficiente provar o teorema para o(t) e (t) de classe 
Gt. Suponhamos que as parametrizações o(t) e (t) estão relacionadas pela 


| equação (t) = o(h(t)), t € [c,d]. Então, 

d 
| tro r FO) Bat = | FOO) onto retos 
l Fazendo a substituição u = h(t), du = h'(t)dt, obtemos 


h(d) 
J F-dr= | F(o(u))-o'(u)du = 
Cg h(c) 


b 
Al F(o(u)) -o'(udu = A F -dr, se h preserva a orientação. 


fr F(o(u)) -o'(u)du = =j. F -dr, se h inverte a orientação. 


Como caso particular deste teorema temos que 


Pedr=— | F-dr, 
C- C 
onde CT é a curva C com orientação oposta, isto é, h(t) = —t. 


No caso de função escalar temos que 


fds = fds, 
Cp Es 


se (t) e a(t) são parametrizações C°? por partes e equivalentes da curva C. 


Podemos ainda destacar as seguintes propriedades da integral de linha: 


(i) Linearidade. 
[far +06) -dr=a [ F-dr+b f G-dr, 
c Ç [ei 
onde a e b são constantes reais. 


(ii) Aditividade. Se C admite uma decomposição num número finito de 


curvas 


Ci Cro, isto é, C = C1 U -+ - U Ch, então 
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n 
F.dr= f F-dr. 
pe, 


A prova destas propriedades segue imediatamente da definição de integral 


de linha, e a deixamos como exercício para o leitor. 


Exemplo 6.5: Considere C a fronteira do quadrado no plano xy de vértices 
(0,0), (1,0), (1,1).e (0,1), orientada no sentido anti-horário (figura 6.5). 
Calcule a integral de linha J z?dz + vydy. 

C 


[e 


Figura 6.5 


Solução: A curva C é decomposta em quatro segmentos de reta que podem 


ser parametrizados do seguinte modo: 


Ci: olt) = (8,0), o<t<1. 
Gs: gt) = Gi); O<t<l 
C3 : os(t) 2 (—t, 1), —1<t<0. 
Cs: os(t) =(0,-t), -I<t<o. 
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E 


Assim, 
r 1 
j cede + xydy = / Pdt = 3 
Ei JO 3 
3o 1 à 
/ r'dr + xydy = tdt = =. 
Je Jo 2 
O a 1 
Í z?dr + rydy = / —-Pat=->. 
Cs -1 3 
0 
Í x?dr + zydy = | Odt=0. 
Cy ala 
Logo, 
i tl d 1 
2 
d: dy=>2+2—> =. 
fz T+ ydy 3 E 273 +0 3 


Em geral, a integral de linha de um campo vetorial F ao longo de uma 

“curva C que liga os pontos A e B depende da curva C (veja o exemplo 6.4). No 

entanto, para alguns campos vetoriais, a integral depende apenas dos pontos 

Ae Be não da curva que os liga. Neste caso, dizemos que a integral de linha 
independe do caminho que liga A a B. 

Que campos vetoriais têm integrais de linha que independem do caminho? 

O teorema a seguir, que é uma extensão do teorema fundamental do cálculo, 


responde a esta pergunta. 


Teorema 6.2: Seja F um campo vetorial contínuo definido num subconjun- 
to aberto U R? para o qual existe uma função real f tal que Vf =F em 
U. Se C é uma curva em U com pontos inicial e final A e B, 


respectivamente, parametrizada por uma função o(t), C? por partes, então 


J, d= f 3E dr = AB) = HA). 


220 Cálculo diferencial e integral de funções de várias variáveis 


Demonstração: Se a,b € IR são tais que o(a) = A e a(b) = B, então 
b 
/ F.dr =[ Vi(o(t) - o'(t)dt. 
g a 
Pondo g(t) = f(o(t)), a < t < b, temos, pela regra da cadeia, 
g'(t) = VHo(t)) o'(t). 


Portanto, pelo teorema fundamental do cálculo, 


b 
J E- d= [ode = g0) — gla) = Ho(b)) — Hola) = FB) — HA). 
G a 
O campo vetorial F do teorema 6.2 é chamado campo gradiente ou 
campo conservativo e a função f uma função potencial. Uma condição 
necessária e suficiente para que um campo vetorial seja um campo gradiente 


será vista nos teoremas 6.4 e 7.4. 
Construção de uma função potencial usando integrais indefinidas 


Se F = (1,15, F3) é um campo vetorial gradiente de uma função potencial 


f num aberto U C IRÊ, então 


of 
dx =f, (6.5) 
of 
mg Pa, (6.6) 
ðf 
pas Fa. (6.7) 


Usando integrais indefinidas e integrando (6.5) em relação a x (mantendo. 


vez constantes), obtemos 


Fey) = [Pilmysa)do + A(y,2), (6.8) 


ntegrais de linha E 


ndo 


onde A(y,z) é uma “constante de integração” a ser determinada. Analoga- 


mente, se integrarmos (6.6) em relação a y e (6.7) em relação a z, obtemos 


ERTES = Pole, y, z)dy + B(2, 2) (6.9) 


Jaa | Eey): + C(x,y), (6.10) 


onde B(x,z) e C(x,y) são funções a serem determinadas. Para encontrar f 
devemos determinar A(y, z), B(x,2) e C(x, y) de modo que as equações (6.8), 


(6.9) e (6.10) tenham o mesmo lado direito. 


Exemplo 6.6: Considere o campo gradiente F(x,y) = (e™ — 2x, 

—ze™” — seny). Calcule f F - dr, onde C é qualquer curva C! por partes 
fel 

de A = (7,0) até B = (0,7). 


Solução: Pelo teorema 6.2, Í F -dr = f(0, 7) — f(7,0), onde f é uma 
C 
função potencial de F em JR?, que será determinada usando integrais 


indefinidas. Aqui, temos 


PT an) =e (6.11) 
e 
De (2,8) = ze" — seny. (6.12) 


Integrando (6.11) em relação a x e (6.12) em relação a y, obtemos 


f(z, y) = ze" — 22 + Aly) (6.13) 


f(x,y) = ve” + cosy + B(x). (6.14) 
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Por inspeção, resulta que A(y) = cosy e B(x) = —2? verificam as equações 
(6.13) e (6.14). Portanto, uma função potencial é f(x,y) = ze"! + cosy — q? : 
Logo, 

f F- ir=-1- (r +1-m) =n 


86.3 Exercícios 


T: Calcule / fds, onde 
C 


a) f(x,y) =x +y eC éa fronteira do triângulo de vértices (0,0), (1,0) e 
(0,1). 


b) f(z, y) = z? -— y? e C é a circunferência 22 + y? = 4. 


c) f(x,y) = y? e C tem equações paramétricas x = t — sen t, y = 1 — cost, 


Ostar. 
d) f(x,y,2) = eYZ e C é definida por o(t) = (1,2,82),0<t<1. 


e) f(x,y,z) = yz e C é o segmento de reta de extremidades (0,0,0) e 
(1,3,9). 


f) f(x,y,z) =x +y eC éa curva obtida como interseção do semiplano 


z=y,y2>0,como parabolóidez=72+y2,2<2. 


2. Um arame tem a forma da curva obtida como interseção da porção da 


esfera x? +y? +22? = 4, y > 0, como plano x +z = 2. Sabendo-se que a 


í 


densidade em cada ponto do arame é dada por f(x,y,z) = xy, calcule a mass 


total do arame. 


3. Deseja-se construir uma peça de zinco que tem a forma da superfície do. 


cilindro z? + y? = 4, compreendida entre os planos z = 0e rx +y+z=2,. 
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z2 0. Se o metro quadrado do zinco custa M reais, calcule o preço total da 


peça. 
4. Calcule / F - dr, onde 
C 


a) F(x,y) = (z? — 2zy, y? — 2xy) e C é a parábola y = x? de (-2,4) a 
(1,1). 
T y f P a i 
b) F(x,y) = | >>>, => | eC é a circunferência de centro na 
) Fly) ( Jx? 4 y? ra) 
origem e raio a, percorrida no sentido anti-horário. 


c) F(z,y) = (y + 3x, 2y — 1) e C é a elipse 4z? + y? = 4, percorrida no 
sentido anti-horário. 

d) F(x,y) = (£? +y?, x? — y?) e C é a curva de equação y = 1 — |1 — z| 
de (0,0) a (2,0). 


e) F(z,y,z) = (z,y,zxz — y) e C é o segmento de reta de (0,0,0) a (1,2,4). 


f) F(x,y, z) = (yz,zz,x(y + 1)) e C é a fronteira do triângulo de vértices 
(0,0,0), (1,1,1) e (—1, 1, —1), percorrida nesta ordem. 


F(x,y, z) = (£? — y?, z? — z?, y? — 22) e C é a curva de interseção da 
B y y Ç: 
esfera rT?+y?+z? = 4 com o plano y = 1, percorrida no sentido anti-horário 


quando vista da origem. 


h) F(z,y,2)= (zy, x? + z,4? — 2) e C é a curva obtida como interseção 


do cone z? +y? = 22, z > 0, com o cilindro z = y? de (0,0,0) a (1,1,2). 


5. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças F(x,y) = (x? — y?,2xy) 
ao mover uma partícula ao longo da fronteira do quadrado limitado pelos eixos 


coordenados e pelas retas x = a e y = a (a > 0) no sentido anti- horário. 
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6. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças F(x,y,2) = (y2, 2,9%) 
ao longo da curva obtida como interseção da esfera £? + y? +22 = a? com o 
cilindro z? +y? = az,ondez>0ea>0. A curva é percorrida no sentido 


anti-horário quando vista do plano zy. 


7. Determine uma função potencial para cada campo gradiente F dado. 


a) F(x,y) = (e? seny,e” cosy). 

b) P(x,y) = (214? — y?, 22?y — 32y? + 2). 
c) F(x,y) = (31? + 2y — y?e?, 2z — 2ye7). 
d) E(z,y,2) = (y+ z,£ +2,2 +y). 

e) F(x,y, z) = (eUt, reY+?z,2reY+2z), 


f) F(x,y, z) = (ysen z, £ sen Z, TY cos z). 


86.4 Teorema de Green 


O teorema de Green relaciona uma integral de linha ao longo de uma curva | 
fechada C no plano xy com uma integral dupla sobre a região limitada por C. 
Este teorema será generalizado para curvas e superfícies no IRê, no capítulo 7. 

Antes de enunciar e provar o teorema de Green, faz-se necessário introduzir ` 


as seguintes definições. 


Definição 6.3: Dizemos que uma região fechada e limitada D do plano xy é 
simples se D pode ser descrita como uma região de tipo I e de tipo II, 


simultaneamente. 


> 


4 
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Definição 6.4: Dizemos que a fronteira 9D de uma região limitada D do 


j plano xy está orientada positivamente, se a região D fica à esquerda, ao 


' percorrermos a fronteira OD (figura 6.6). 


Figura 6.6 


Teorema 6.3 (Teorema de Green): Seja D uma região fechada e limitada 
do plano xy, cuja fronteira OD está orientada positivamente e é parametrizada 
por uma função C? por partes, de modo que OD seja percorrida apenas uma 
vez. Se F(x,y) = (Fi (x,y), Fz(£,y)) é um campo vetorial de classe C!* num 


subconjunto aberto que contém D, então 


p ndt Fidy = J f (SE -%5) dzdy. 
aD 2 dz ðy 


Demonstração: Vamos considerar D uma região simples, ou seja, vamos 


supor que D pode ser descrita simultaneamente por 


D=((zy)ecR'|a<r<b, u(x) < y < uz(x)) (6.15) 


“Seja U C IR” aberto. Dizemos que F : U C R" — IR” é um campo vetorial de 


classe C’ se todas as derivadas parciais 22 das funções coordenadas de F são continuas 


ar, 


em U. 
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D=((ry)eRjn(y<e<w(y), cxy<d), (6.16) 


como mostra a figura 6.7. 


Figura 6.7 


Como 


HG o) dedo S [e +f f-m 


podemos calcular cada integral do segundo membro desta equação separada- 
mente. 


Usando (6.15), obtemos 


or b pu=ulz) OF 
——>—— drdy = ——— dydz 
JI oy Elia dy 7 
b 
= Í [Fi (£, u(2)) = Fi (2, u2(2))]dz = 


b b 
= Fi(@u(2)jdz — f Fi(z, us(z))de = 


=¢ Fdz. 
9D 
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Analogamente, usando (6.16), mostramos que 


TE aa fe, Foto 


Se D não é simples, a decompomos como união finita de regiões simples, 
digamos D = D1 U- U Dn, onde cada região simples Dy tem fronteira OD; 


Ç} por partes (k = 1,---,n), e aplicamos o teorema de Green a cada região 
por p: g 


- Dp, obtendo 


T a Fidz + Fody. 
Oy 9Dy 


* Consequentemente, 


(62-88) em 
-S E-Bow S (88 


= Fdz + Fady ++ Fidz + Fody. 
ôD: 9Dn 


A fronteira de D é formada por partes das curvas ODk. As partes de OD, que 
não constituem a fronteira de D agem como fronteira comum a duas reg 


simples. Este fato está ilustrado na figura 6.8. 


Uma parte ô de OD; que é fronteira comum a duas regiões simples será 


percorrida duas vezes em sentidos opostos. Mas, pelo teorema 6.1, 


| Fido + Pidy + | Fide + Fady =0. 
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Figura 6.8 


Portanto, enquanto as partes das curvas 9Dy que formam a fronteira de D 


contribuem para $ Fidx + Fady, as outras partes se cancelam, fornecendo 
ôD 


HS 25) andy $ Fidz + Fzdy. 
2 oz Oy ðD 


Isto prova o teorema. 


assim 


2 2 
-y e 
3 dx + 3 


da região D definida por D = ((z,y) € R? | 1 < £? +y? < 4,7 > 0,y > 0}, 


+y | dy, onde C é a fronteira 


2 
Exemplo 6.7: Calcule É a 
co 


orientada no sentido anti-horário. 


Solução: A curva C está indicada na figura 6.9. Sendo 


Pop, 
F(z,y) = + +y" | um campo vetorial de classe C! em IR?, 


2 2 
podemos aplicar o teorema de Green e obter 


r? —-y r? 
d: —+y'ld = 
$ 7 a + 3 +y Y 


=J] [é (5 +) a (E5É)] drdy = | [(e+ andado. 
A D 
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Usando mudança polar, vem 


7/2 p2 
Jfe+ y)dzdy = [ fÍ r2(cos6 + sen B)drdo = 
o h 
D 


/2 13]? 
= Í (cos0 + sen 8) || do = 
0 3), 


p 14 
= Trä cos 6];”? , 
3 3 


Figura 6.9 


Exemplo 6.8: Calcule i e7 sen ydz + (e? cosy + z)dy, onde C é o arco da 
E 
circunferência x? + y? = 1, no primeiro quadrante, orientado no sentido 


anti-horário. 


Solução: O campo vetorial F(x,y) = (e? sen y, e7 cosy + x) é de classe C! 
em IR2. Podemos aplicar o teorema de Green à região limitada por C, y e 


72, esboçada na figura 6.10. 


F; ôF; 
Como (o, y) =e cosy+le dy (Es y) = e cosy, segue do teorema de 
z 


Green que z = área D = TI ldxdy e 
D 
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| [1ed = | Fido + Pray + f Fdz + Fady+ | Fidz + Body. 
qa 
D 


na 
As curvas % e y2 são parametrizadas por oy(t) = (0,-t), —1 <t < 0, e 


oa(t) = (t,0), 0 < t < 1, respectivamente. Portanto, 


0 
Fidz + Fody =f —costdt = [- sent], = — sen 1 
- 


mn 


1 
| ido + Pady = f odt = 0. 
"“ 0 


Assim, 


j Fdz + Fady = E + sen 1. 
é 4 


7), 


Figura 6.10 


Ya 


Exemplo 6.9: Calcule a integral de linha do campo vetorial F(x, y) = 
2 2 
-Y T z E 
= (ai RA + 22) ao longo da curva C de equação T + T =1, 


orientada no sentido anti-horário. 
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solução: Como o campo vetorial F não está definido em (x,y) = (0,0), o 


teorema de Green não se aplica à região limitada por C, e a integral de linha 


de F ao longo de C também não é simples de ser calculada diretamente. No 
" entanto, podemos aplicar o teorema de Green à região D limitada pela curva 
: Ç e a circunferência y de raio 1 e centro na origem, parametrizada por 


“o(t) = (cost, sent), 0 <t < 27 (figura 6.11). 


Y 


Figura 6.11 


-r +y? 9H —r? +y? 


+2 e y (z,y)= Err o teorema de 


Como 2 (x,y) 


Green nos dá 
f Fido + Fady = | f 2dzdy = 2 x área de D = 10r. 
Cuy- 
D 


Logo, 


$ Fidz + Fzdy = 107 + f Fidz + Fody. 
Cc Y 


Esta última integral é calculada diretamente do seguinte modo: 


E 
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À 27 
/ Fidr + Pody = I [(— sen t)(— sen t) + (cost + 2 cost) cost]dt = 
7 0 


24727 
sen | zn 
0 


27 
se (1+2cos2t)dt = [2+ 
0 


Assim, 


f} Fidz + Fzdy = 10r + 4r = 147. 
C 


Interpretação vetorial do teorema de Green 

Suponhamos que D é uma região fechada e limitada do plano xy cuja 
fronteira OD é uma curva orientada. no sentido anti-horário. Se OD tem uma 
parametrização 
a(t) = (x(t),y(t)) (a < t < b) de classe C!, cujo vetor tangente é não nulo em 


cada ponto de D, então denotamos os vetores tangente e normal unitário por 


dO (0 v 
TO = Tor = (am ON) 


e 
vO A 
= (TE) 
respectivamente. 


Se F = (Fi, F2) é um campo vetorial de classe C! definido num subcon- 
junto aberto que contém D, então a integral de linha de F ao longo de 9D 


pode ser escrita em termos do vetor T(t) do seguinte modo: 


b 
$ » Fidr + Rady = Í F(o(t)) - o'(t)dt = 


= [ (re gE) oe- 


= Já (Plot) TONO = É (F -T)as. 


Neste caso, o teorema de Green assume a forma 


Pi me di fo (F -T)ds. 


Este resultado é um caso particular do teorema de Stokes, que veremos 


mais tarde. 


Agora, usando o vetor normal unitário n(t), a integral de linha do campo 


vetorial G = (— F3, F1) ao longo de ôD é dada por 
$ -Fdz + Fidy = a Clo(t)) -o!tu)dt = 
ðD ? nem a 
b 
= | (FOO) loat = 


= [RG : n)ds. 


Aplicando o teorema de Green ao campo G, obtemos 


[E E en fema 


Este resultado é a versão em duas dimensões do teorema de Gauss, que 


veremos posteriormente. 


86.5 Exercícios 


1. Calcule as seguintes integrais, ao longo das curvas C, orientadas positiva- 


mente. 
a) $ y de + 22dy; C é a fronteira do quadrado D = [-1,1] x [-1,1]. 
C 


b) $ (372 + y)dz + 4y?dy; C é a fronteira do triângulo de vértices (0,0), 
o 
(1,0) e (0,2). 
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c) $ (e7 — 3y)dz + (e” — 6x)dy; C é a elipse de equação 22 + 4y? = 1. 
fo) 


d) $ a tevda + (elns + 2x)dy; C é a fronteira da região limitada por 
Cc 
c=yi+leza=. 


e) $ (2xy — 22)dz + (x — y°)dy; C é a fronteira da região limitada por 
C 


y=r ey =r. 
£) f (x + y)dz + (y — z)dy; C é a circunferência 22 +y? — 20x = 0. 
Cc 


g) $ (2x — y?)dz — zydy; C é a fronteira da região limitada pelas curvas 
foi 
r? +y? =4e r? +y =9. 


h) f (22 — y)dx + (x + 3y)dy; C é a fronteira do pentágono de vértices 
C 
(0,0), (0,2), (1,3), (2,2) e (2,0). 


2. Seja C uma curva fechada, orientada positivamente, limitando uma região 
do plano xy, de área A. Verifique que. se a1, az, a3, b1, b2 e by são constantes 


reais, então 


faz + azy + as)dz + (bix + boy + ba)dy = (bı — a2) A. 


3. Determine f (22 +y + 2zxy')da + (5x +314? + y)dy, onde C é a união das 
fe) 
curvas C1, C2 e C3 dadas por Cjiz?+y) =1, y> 0; Crz+y+1=0, -1< 


z<0; Cg:zx-y-1=0, 0<z<1. Especifique a orientação escolhida. 


4. a) Mostre que a área de uma região fechada e limitada D do plano zy pode 


ser obtida através da seguinte integral de linha: 


área (D) =£ zdy. 
D 
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b) Use a) para calcular a área da região limitada pelo eixo y, pelas retas 


v=1,y=3,e pela curva x = 4°. 


“5. Seja F = (A. F2) um campo vetorial de classe C! no IR?, exceto em (0,0), 


oF; oF, 
tal que “do (2.0) = = (zr,y) + 4 para todo (z, y) # (0,0). Sabendo que 


ðy 
: f Fidx + Fady = 67, onde y é a circunferência £? + y? = 1, orientada no 
j 


2 2 


sentido anti-horário, calcule $ Fidx + Fzdy, onde C é a elipse + = =, 
c 

orientada no sentido anti-horário. 

6. Seja F(z, y) = ( EET zr Fp 3 + 3e) um campo vetorial em JR2. Calcule 


a integral de linha do campo F ao longo das curvas Cy e C2, orientadas no 
' sentido anti-horário, onde: 
a) Cy é a circunferência de equação 22 + y? = 4. 
b) C? é a fronteira do retângulo R=((z,y)€ R?|- r <x <r, -3< 
y< 3} 


86.6 Campos vetoriais conservativos no plano 


Vimos no teorema 6.2 que, se F = Vf, a integral de linha de F ao longo 
' de uma curva C depende apenas dos pontos inicial e final. Caracterizaremos 


agora os campos vetoriais do plano que são campos gradientes. 


Teorema 6.4: Seja F = (F,, Fz) um campo vetorial de classe C! definido 


num domínio simplesmente conezo* U C IR?. As seguintes condições são 


*Um subconjunto aberto U C IR? é dito um domínio se dois pontos quaisquer de U 
podem ser ligados por uma poligonal totalmente contida em U. 

Um subconjunto aberto U C R? é dito simplesmente conexo se, para toda curva 
fechada C em U, a região limitada por C está totalmente contida em U. Intuitivamente, um 


aberto U é simplesmente conexo se não tem “buracos”. 


236 Cálculo diferencial e integral de funções de várias variáy 


equivalentes: 


(1) $ F -dr = 0, qualquer que seja a curva fechada C, C?! por partes, 
Cc 
contida em U. 


(ii) A integral de linha de F do ponto A até o ponto B independe da curva 


C! por partes, contida em U, que liga A a B. 
(iii) F é um campo gradiente de alguma função potencial f em U. 
s ôF ôF Í 
— =— U. 
(iu) Es dy em 
Demonstração: Vamos provar que 
o que estabelecerá o teorema. 
Primeiramente, mostraremos que (i) => (ii). Sejam C1 e C2 duas curvas 


C? por partes contidas em U, ligando o ponto A ao ponto B (figura 6.12). 


Figura 6.12 


Como a curva C = C1 UC% é fechada e C! por partes, então, por (i), segue 


que 


0=f Fdr= [ F.dr frear 
G JCi C2 
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provando (ii). 
Provaremos agora. que (ii) => (iii). Fixemos (xzo,y0) em U e, para cada 
(X,Y) € U, definamos 
(X,Y) 
fX, Y) = | Fdz + Fzdy. 
(z0,y0) 
Esta função está bem definida pois a integral independe do caminho que liga 


(z0, Y0) à (X,Y). Para Az suficientemente pequeno temos que 


(X+427) (x) 
f(X + AD) XY) = f Fidz + Fady — Fide + Fidy = 
(20,90) (zoo) 
(X+42,Y) 
E f Fdz + Fzdy. 
(x) 


Como esta última integral independe do caminho entre (X,Y) e (X + 
_ Az,Y), podemos tomá-lo como sendo o segmento de reta que liga estes pontos 


“ (figura 6.13). 


(xr) (Xe dx, Y) 


Figura 6.13 


Neste segmento y é constante e, portanto, dy = 0. Assim, 
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(X+42,Y) (X+42,Y) 
J Fads + Fody = f Fido. 
(X,Y) (XY) 


Usando o teorema do valor médio para integrais, obtemos 


S M(X+ADY) 
fx p Bde = AsR(X + tA,Y), 


para algum 0 <t <1. 
Logo, 


= (X+4z,Y) 
HX+ALY)-HXY) _ 1 Í Fide + Fady = F,(X + tha, Y), 


Az Az XX) 


Tomando o limite quando Az tende a zero, temos 


ôf o 
3r Y) = F(X,Y). 
A ôf 
nalogamente, prova-se que a Fa. 
Mostremos que (iii) => (iv). Se F =VfemU, então 
0l Of 
ôx =A 8 Oy =h 


Como F é de classe C!, então f é de classe C? e, considerando suas derivadas 


parciais de segunda ordem 


Pr om BI 8 
dydr Oy ðrðy ðr’ 


obtemos a igualdade 


on. om 

dy ðr’ 
Finalmente, provaremos que (iv) => (i). Se C é uma curva fechada em U, 
então a região D limitada por C está contida em U,, visto que U é simplesmente 


conexo. Aplicando o teorema de Green, obtemos 
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f idos Pidy = a E) dudy 0. 


_ A demonstração do teorema está concluída. 


Observe que a hipótese de U ser simplesmente conexo só é necessária para 
“provar que (iv) ==> (i). 
"A demonstração da implicação (ii) => (iii) deste teorema fornece outro 


' método para. se calcular uma função potencial f de um campo gradiente F. 
Construção de uma função potencial usando integrais definidas 
Como vimos anteriormente, a função 
(xY) 
HXY) = / Fide + Fady (6.17) 
(zosyo) 


(onde (xo, y0) é um ponto fixado de U) define uma função potencial. A integral 
acima pode ser calculada do seguinte modo: primeiramente, integra-se de 
(zo,y0) a (X, y0) ao longo do segmento horizontal C1, e depois de (X, yo) a 
(X,Y) ao longo do segmento vertical C% (figura 6.14). 


(or) (x) 


Moro) (X,%) 


Figura 6.14 
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Parametrizando C4 por oi(t) = (t, yo), to < t < X,e Cs por o2(t) = (Xa 


yo < t < Y, obtemos 


X Y 
sav= f Filt,wdt+ | F(X, tdt. (6.18 


Pode-se também calcular a integral da equação (6.17) ao longo do caminh 


pontilhado na figura 6.14. Neste caso, obtém-se 


HX,Y)= { Y Pa(zo,t)dt + f “me vd (6.19 


Exemplo 6.10: Considere a curva C parametrizada por a(t) = (e paia 


sen F), EA Calcule f F - dr, onde F(x,y) = (2z cosy, =z? sen y). 


Solução: Como F é de classe Cl em IR? e 


CEER z o) 
dz seny)=-2zseny= By 270059), 


o teorema 6.4 garante que a integral / F - dr independe do caminho que liga 
fal 
a(1) = (1,0) a o(2) = (e, 1). 


Usando o caminho poligonal ligando os pontos (1,0), (e,0) e (e,1), conforme 


a figura 6.15, temos 


(e,1) (e,0) (e,1) 
f F. = Pal 2x cosydz — x? sen ydy +f À 2x cos ydz — z? sen yd 
(1,0) (e,0) 


e aef -e sen tdt = e? — 1 + e?(cos 1 — 1) = e? cos 1 
1 o 


Alternativamente, pelo teorema 6.4, também temos que F é um campo 


gradiente. Portanto, pelo teorema 6.2, 


(ea) 
ni F-dr= fen- (1,0), 
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onde f é uma função potencial. 
Como 
-X Y ; y 
ray= [ zat | —X? sen tdt = X? + |Xº cost] i = X?’ cos Y 
J0 JO a 
é uma função potencial. então 


(e.1) 
/ F.dr=ecosl-1. 
(1.0) 


“Å 
ten 
«1,07 (eso) 
Figura 6.15 
š j i pisa ZY £ 
Exemplo 6.11: Considere o campo vetorial F(x,y) = = > zra) 
(2.1) 
a) Calcule j F. dr ao longo da parábola y = (x — 1)2. 
(1,0) 


b) Calcule g F . dr, onde C é uma curva fechada de classe C? que envolve 
(o! 


a origem, orientada no sentido anti-horário. 


Solução: A integral f F . dr independe do caminho em qualquer domínio 
C 
simplesmente conexo que não contenha a origem, pois F(x,y) é de classe C! 


para (x,y) # (0,0), e 
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ôF an y- r? 
dy CV= ap (9) = CEPE 
se-(x,y) # (0,0). G 
a) Podemos calcular i F -dr ao longo da poligonal que liga os pontos 
(1,0 


1,0), (2,0) e (2,1), e a figura 6.16. 


(1,0) 


Figura 6.16 


Assim, 


(2,1) 2 1 9 F He 1 
F-dr= [ odt -f t=] t (3)] = arcet (5). 
a” r f 0 dh Er A arctg 3) arctg 7 


b) Como todo domínio simplesmente conexo que contém C também contém a 
origem, o teorema 6.4 não pode ser aplicado. No entanto, podemos aplicar o 
teorema de Green à região limitada por C e pela circunferência de equação 


z? + y? = 2, orientada no sentido anti-horário (figura 6.17), obtendo 


ôF, ôF 
pedr= [ [( ) day =0. 
ui 7 À vês By) T 


egrais de linha 243 


27 (a sen 0 
frear frear f ( qn (—a sen 8) +4 “ERÊ (a cos 6) do = 
(o) 7 0 a 


a? 


27 
= dê = 27, 
0 


Figura 6.17 


86.7 Exercícios 
1. Considere a integral de linha f (y? — zy)jdz + k(z? — 4xy)dy. 
c 


a) Determine a constante k para que esta integral seja independente do 


caminho. 


b) Calcule o valor da integral de A = (0,0) a B = (1,1) para o valor de k 


encontrado em a). 


2. Verifique que as seguintes integrais independem do caminho e calcule seus 


valores. 
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(zoryo) 
d) f sen ydx + x cos ydy. 
) 


3. a) Caso exista, encontre uma função potencial para V(z,y) = 


= (2xy? — y? cos z, 1 — 2y sen z + 3x?y?). 
b) Calcule Í (22yº — y? cos r)dz + (1 — 2y sen « + 3x°y?)dy, onde C é o 
C 


arco da parábola 2x = my?, de P = (0,0) a P2 = (5 1}. 


ei ] 
1-3 


, onde C 


yz?dr — ridy . a ( 


4. Calcule $ , onde C é a curva dada pela equação T + 


c @2 +y} 
1, percorrida no sentido anti-horário. 


d — z)d; 
5. Encontre todos os possíveis valores de / (e tuae a(o aih 
e z? +y? 
é uma curva fechada qualquer que não passa pela origem. 


6. Mostre que as integrais f Fix, y)da + Fo(x, y)dy são nulas, quaisquer que 
(o! 


sejam os contornos fechados C contidos no domínio das funções Fı e Fz, onde: 


a) Fi(x,y) = sen z + 42y e Fo(x,y) = 22º — cosy. 
b) Fi(x,y) = ado e Fo(x,y) = =. enio 
T+ ey 


envolve a origem. 


7. Sejam F e F} funções com derivadas parciais contínuas no plano ry tais 
F om 


Oz Oy 


C1, C2, C3 e C4 as circunferências de equações: 


que em 1R?, exceto nos pontos (4,0), (0,0) e (—4,0). Indique por 
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(1-2 + =9, (1+2) +y? =9, 2 +y? =25 e +y =], 
respectivamente, orientadas no sentido anti-horário. Sabendo que 


f Fidz + Fady = u, g Fide + Pady =9 e f Rida + Fady = 13, 
Ci C2 Cy 


calcule $ Fıdz + Fody. 
Ca 


8. Sejam Fi(x,y) e Fo(x,y) funções reais de classe C! em U = K? — (4, B} 


F; 
(A e B como na figura 6.18), tais que m = = em U. Sendo C3, C2, C3 as 
curvas dadas na figura 6.18, calcule f Fida + Fody, supondo que 
Cs 


Fidz + Fady = 12e f Fide + Fady = 15. 
Cı C2 


Y 


Figura 6.18 


9. Seja D a região do plano xy limitada pelas circunferências Cy e Cz de 


equações 22 + y? = 1 e g? + y? = 25,respectivamente.Se F(x,y) e F(z, y) 
F, 
A = o em D, quais os possíveis valores da 
integral $ Fidz + Fady, onde C é qualquer curva fechada contida em D, C! 
g 


são de classe C! em D e 


por partes, sabendo-se que f Fdz + Fady -f Fidz + Fody = 27, quando 
q C2 


Cı e Cy estão orientadas no sentido anti-horário. Justifique sua resposta. 
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10. Calcule [A E dz + E dy, onde C é a curva definida por y? 


2(z +2), —2 < z < 2, orientada no sentido decrescente de y. 


CAPÍTULO 7 


INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


No capítulo anterior estudamos integrais de funções escalares e vetoriais 
ao longo de curvas. Neste capítulo veremos integrais destas funções sobre 


superfícies. 


87.1 Representação paramétrica de uma superfície 


Antes de definirmos as integrais de superfície propriamente ditas, devemos 
abordar as várias maneiras de se descrever uma superfície. 

Já vimos anteriormente duas maneiras de se descrever uma superfície em 
JIR? por fórmulas matemáticas. Uma delas é a representação implícita na 
qual descrevemos uma. superfície como o conjunto dos pontos (x,y,z) satis- 
fazendo a uma equação da forma F(x,y,2) = 0. Algumas vezes podemos 
resolver esta equação para uma das variáveis em termos das outras duas, 
por exemplo, z em termos de z e y. Quando isto é possível obtemos uma 
representação explícita da superfície dada por uma ou mais equações da 
forma z = f(x,y). Por exemplo, a esfera de raio 1 centrada na origem tem 
representação implícita z? + y? + z? — 1 = 0. Quando esta equação é re- 
solvida para z em termos de x e y, obtemos duas soluções z = y1 — 22 — y? e 
2=-vV1 — z? — y2. A primeira dá uma representação explícita do hemisfério 
superior da esfera e a segunda uma representação explícita do hemisfério in- 
ferior. 

O terceiro modo de se descrever uma superfície, útil no estudo das integrais 
de superfície, é a representação paramétrica, onde as coordenadas 7,y e z 


dos pontos da superfície são expressas em termos de dois parâmetros. 
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Definição 7.1: Consideremos uma função y : D C IR? — IR? definida num 
subconjunto D C IR?. A imagem de D por p, p(D), é dita uma superfície 
parametrizada, e sua representação paramétrica é 


pluv) = (9,2) = (z(u v), y(u,v),e(u,0) e (uv)eD. 


A função (p é diferenciável (resp. de classe C1) se z(u, v), y(u, v) e z(u,v) 


são funções diferenciáveis (resp. de classe C!) (figura 7.1). 


asrtyvi 
y=ytum 
zazu 


Figura 7.1 


Suponhamos que uma superfície S com representação paramétrica 
luv) = (z(u,v), y(u, v), z(u, v)) > (u,v) ED, 
seja diferenciável em (uo, vo) € D. Fixando u = uo, obtemos uma função 
ICR — RÈ 


v = pluv) 


que define uma curva (chamada curva v) na superfície (figura 7.2). Se o vetor 


ô ð. ô ô: 
do (torvo) = (gr (vorto), Ze (uovo) > ZE (uo, w0) 
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é não nulo, então EP (u0,00) é um vetor tangente a esta curva no ponto 
pluo, vo). 

Analogamente, fixado v = vo, podemos considerar a curva definida pela 
função 


u — p(u, vo) (chamada curva u) na superfície. Se o vetor 


ð ð. ð 
e (40,20) = (FE (0,00) + ZE (uouo), SE (uo, 00)) 
é não nulo, então ele é Fa a esta curva em (uo, vo). 
Quando N (wo, vo) = Pun, vo) x x Se (uo, vo) é não nulo, temos que N (up, vo) 


ô ð 
é normal ao plano o pelos vetores eua, vo) e e (ua, vo). 


s=p(o) 


SS.. 
ES 


Figura 7.2 


Definição 7.2: Seja S uma superfície parametrizada por p: DC IR? > R. 
ð 
Suponhamos que ae e = sejam contínuas em (uo, vo) € D. Se N (uo, vo) = 
U 
ô 
= = (uo, vo) x ae (uo, vo) é não nulo, dizemos que S é regular em «(uo, vo) € 


S. Neste caso, definimos* o plano tangente a S em p(uo, vo) = (x0,Y0,20) 


“Se S é regular em (uu, vo), usando o teorema da função implícita (Apêndice) é possível 
mostrar que S é o gráfico de uma função diferenciável de duas variáveis numa vizinhança do 


ponto (uo, vo). 
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de, p i = 
como sendo o plano gerado pelos vetores du (uo, vo) € Bo (Os vo), cuja equação 
uU uv 


é dada por 


N (ug, vo) (£ — zo,y— Y0, z — 20) = 0. 


Uma superfície S = (D) é regular se é regular em todos os pontos. Intui- 


tivamente, uma superfície regular não tem “bicos”. 


Exemplo 7.1: Superfícies com representação explícita z = f(x,y) 
Uma superfície S com representação explícita z = f(x,y), (x,y) E€ D, pode 
ser parametrizada de modo natural usando-se x e y como parâmetros, ou seja, 


tomando-se como representação paramétrica de $ 


elxy=(2yfzy) , (zy) €D. 


Se f(x,y) é de classe C!, então S é regular pois 


3 - 
of 
3p Dera E S Ei 9 
Og ED] O de = (arte). Folga) 1) 
01 So | 


é não nulo para todo (x,y) € D. 
O plano tangente a S em (zo, yo, 20) = (20,40, f (20, Y0)) é dado por 


ð 
(-3L tao w) i -3 (20.40) f 1) - (£ — £0, Y — Y0, Z — z0) = 0. 


Exemplo 7.2: Superfícies de revolução 
Considere a superfície S obtida girando-se a curva C', no plano rz, em 


torno do eixo z. Se C tem equações paramétricas 


v=e(t) , z=z(t) , a<t<b e z(t)>0 paratodo te [a,b), 
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a superfície de revolução S assim gerada tem uma representação paramétrica 


dada por 
p(o,t) = (x(t)cos6, x(t) sen 8 , z(t) , (9.t)e [0,27] x [a,b]. 


Os parâmetros t e 8 podem ser interpretados do seguinte modo: se P = 
(2,2) € S, então P pertence a uma circunferência de centro no eixo z e raio 
igual a z(t) para algum t, a < t < b, cuja distância ao plano xy é a O 
parâmetro 9 representa o ângulo das coordenadas polares da projeção de P 


no plano xy, conforme ilustrado na figura 7.3. 


Figura 7.3 


Exemplo 7.3: Considere a superfície S do cone z = f(x,y) = Vz? +y? 


(figura 7.4). Esta superfície pode ser representada parametricamente por 


p(z, y) = (i, Y, V+) » (zy) E R, 


como no exemplo 7.1. 
Com esta representação paramétrica, § não é regular em (0,0,0) pois fey) 


não possui derivadas parciais em (x,y) = (0,0). 
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A superfície S também pode ser parametrizada como no exemplo 7.2, visto 
que § pode ser obtida girando-se a semi-reta z = 2, x > 0, em torno do eixo 


z. Assim S tem representação paramétrica 
p(0,t) ='(fcos6 »tsenÔ,t) . t20 , 0€[0,27). 


Nesta parametrização, S também não é regular em (0,0,0) pois 


i j k 
Se(0,1) x Eeo = -tsen teos 0 |= (tcosð,t sen 0, —t) 


ð 


cos 6 seng 1 
é nulo em t = 0,apesar de as funções x(6,t), y(0,t) e z(0, t) serem de classe C!, 
É possível encontrar uma parametrização na qual S seja regular em (0,0,0)? 


(veja exercício 3, 87.2). 


Figura 7.4 


87.2 Exercícios 


1. Seja S uma superfície parametrizada por 


P(u,v) = (vcosu,v sen u,1 —v?); O<u<2r o, v>O0. 
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a) Identifique esta superfície. Esta superfície é regular? 

b) Trace as curvas na superfície S, definidas por (uo,v) e y(u, vo), onde: 
Do=0 . Dus l , dijw=0 , ivjw=1. 

c) Encontre um vetor tangente à curva, definida por (0, v), no ponto 

(0,1). 

d) Encontre um vetor tangente à curva, definida por y(u, 1), no ponto 

(0,1). 


e) Encontre uma equação da reta normal e a equação do plano tangente a 


S em (0,1). 


2. a) Encontre uma parametrização para a superfície obtida girando-se o 
círculo (z — a)? + 2? = 12,0 < r < a, em torno do eixo z. Esta superfície é 


chamada toro. 
b) Encontre um vetor normal a esta superfície. 
c) Esta superfície é regular? 
3. Considere as superfícies Sı e S2 parametrizadas por 
ouv)=(00,0) e pauv)=(u8,030) , (uv)elR?, 
respectivamente. 
a) Mostre que Sı e S2 são o plano xy. 


b) Mostre que S; é regular e que S2 não o é. Conclua que a regularidade 
de uma superfície S depende da existência de pelo menos uma parametrização 


na qual S seja regular. 


c) É possível encontrar uma parametrização na qual o cone da figura 7.4 
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seja regular em (0,0,0)? 


4. Dada à esfera de raio 2, centrada na origem, encontre a equação do plano 


tangente a ela no ponto (1,1,/2), considerando a esfera como: 


a) Uma superfície parametrizada por 
(4,0) = (2 sen ġcos0 , 2 sen ġ sen 0 , 2cosd) 0<P<r,0<0<2r. 


b) Uma superfície de nível de F(x,y, z) = £? + y? + 22. 
c) O gráfico de g(x,y) = V4 -= 22 — y?. 
5. a) Encontre uma parametrização para o hiperbolóide z? +y? — 2? = 1. 
b) Encontre um vetor normal a esta superfície. 
c) Encontre a equação do plano tangente à superfície em (zo, yo, 0). 


6. Considere a superfície parametrizada por 
p(r,0)=(rcosb, rsen0,0) , O<r<1 , 0<0<4m. 


a) Esboce esta superfície. 
b) Encontre uma expressão para um vetor normal à superfície. 


c) Esta superfície é regular? 


No restante deste capítulo consideraremos apenas superfícies 
que são imagens de funções y : DC IR? > IR? tais que: 

(1) D é um subconjunto limitado e fechado do plano. 

(ii) y é injetora, exceto possivelmente na fronteira de D. 


iii) A superfície é regular, exceto possivelmente num núme- 
P g , Pp 


ro finito de pontos. 
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| 87.3 Área de superfícies 


pefinição 7.3: Seja S uma superfície parametrizada por (u,v), (u,v) € D. 


Definimos a área* A(S) de S pela fórmula 


A(S) = J (Eev pa uso) dudv , (7.1) 
D 


de o) x Eua é De su) x 28 
Zu (u,v) x Bu (u,v)|| é a norma do vetor N = Ju”) x a (u,v). 


Se S é decomposta como união finita de superfícies S;, sua área é a soma 


onde 


das áreas das $;. 


Quando S é definida explicitamente pela equação z = f(x,y), (x,y) € D,o 
exemplo 7.1 garante que S pode ser parametrizada por lz, y) = (x,y, f(2,9)), 


OR qui E Ei 
dl. 
de * Oy oz + dy +1. Logo, a fórmula 


(7.1) é escrita na forma 


A(S)= / IC (E Lau) ) + (Zen) + dd (7.2) 


Podemos eia a definição 7.3 analisando a integral 


J N u,0) x Elu, v) 


simplicidade, suponhamos que D é um retângulo. Consideremos uma partição 


(z,y) € D, e |N| = 


dudv em termos de somas de Riemann. Por 


regular de ordem n de D, e seja Rij o ij-ésimo retângulo da partição com 


vértices (u; vj), (4541, 05), (ti, 0541) € (uiti Vjt), ij € {0n 1}. De- 
ô 
notemos os vetores De e A em (ui, vj) por Pu, € Pu,- Os vetores AuQu, 
u vV 


e Avyy, são tangentes à superfície em (ui, vj) = (Tij, Yij, Zij), onde Au = 


Us] — U; € Av = VA — Vj. Estes vetores formam um paralelogramo Pi; 


"Quando discutirmos integrais de superfície, mostraremos (teorema 7.2) que, sob certas 


condições gerais, a área independe da representação paramétrica de S. 
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situado no plano tangente à superfície em (Tij, Yij, zij) (figura 7.5). Para n 
suficientemente grande, a área de P;; aproxima a área de P(Rij). Como a área 
de um paralelogramo determinado por dois vetores v; e v2 é Ivy x vall, temos 
que $ 


A(Pij) = |Aupra, x Avpo, || = lfpu, x pu, | AuAv. 


Figura 7.5 


Portanto, a área da superfície é aproximada por 


n-lIn-l n-In-l 
An=5 5 MPj)=5 5 lleu, x pol Mudo. 
i=0 j=0 i=0 j=0 


Quando n — +oo, a segiência (An) converge para a integral 


J [lege x Seta 
D 


Intuitivamente, quanto maior o n mais A, se aproxima da área de S. Logo, é 


dudv. 


razoável definir a área de S pela fórmula (7.1). 


Exemplo 7.4: Calcule a área da porção do cilindro q2+y? = a? compreendida 


entre os planos z = 2z e z = 4r. 
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] 


Solução: O cilindro z? + y? = a? é a superfície de revolução obtida girando- 
se a reta x = a (a > 0) no plano zz, em torno do eixo z. Assim, uma 


representação paramétrica do cilindro é dada por 
(9,0) = (acos , asen, v),0<0<2m, vER. 


Seja S a porção do cilindro compreendida entre os planos z = 2x e z = 47 


(figura 7.6). Devido à simetria de S temos que 
A(S) = 2A(S1), 


onde $i é a porção de S acima do plano xy . $i tem representação paramétrica 


98,7) = (acos6, asenb, v), -5 <0< 3 e 2acosĝ <v < 4lacos6. 
Como 
i j k 
ð ð 
(8,0) x Lo, v) = -asen6 acos 0 |= (acosð,a sen 6,0), 
00 Ou 
0 0 1 
então 


(BE) x Sé (0,0) 


20 = Va? cos? 0 +a?sen20 = a £ 0. 


Conseqüentemente, a superfície Sı é regular em todos os pontos. Por tel), 


temos 


1/2 p4acosð E lã ” 
A(S1) = 1 / advdo = a 2a cos 6 dê = 2a?[ sen cp = 4aº, 
P E 


—m/2 J2a cos6 Es 


sta 


Logo, 


A(S) = 802. 
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Figura 7.6 


Exemplo 7.5: Calcule a área da porção da esfera z? + y? + 2? = a? situada 


no interior do cilindro z? + y? = ay, a > 0. 


Solução: A porção da esfera situada no interior do cilindro é constituída de 
duas partes de áreas iguais, uma no hemisfério superior e outra no hemisfério 
inferior (figura 7.7). 

Chamemos de Sı a porção do hemisfério superior da esfera situada no 


interior do cilindro, cuja representação explícita é dada por 
—— 
z= f(x,y) = ya- r? -4 , (xyeD, 


onde D = {(x,y) € R? | £? +y? < ay}. 
A função z = ya? — r? — y? possui derivadas parciais contínuas em D — 


{(0,a)}. Portanto, Sı não é regular apenas no ponto (0,a,0). Como ||N(x,y)| = 
a 


> Por (7.2) temos | 
a-r? -y 


dxdy. 


ame [ao 


Usando mudança polar na integral dupla, obtemos 
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a sen & sa 
A(S1) s / = T= = af |- Va — | Ea = 
0 z E r=0 


a? Ear i = 


= 2a? f (— cos0 + 1) do = 202[- sen 0 + gar =Q@?(7 — 2): 
0 


j 


cs a [(calcosd] +ajdo 
JO 


Logo. 


Figura 7.7 


Observe que, para calcularmos a área de todo o hemisfério superior S da 
esfera 22 +y?+ z? = a°, não podemos usar a representação explícita de S, 
visto que, nesta representação, S não é regular em todos os pontos do círculo 
T? +y? = 02, Neste caso, é conveniente usarmos a representação paramétrica 


da esfera dada por 


p(o, 6) = (a sen ġcos8 , asen send, acosó) , 0<6<5 , 0<0< 2r. 
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Assim, 
í bl k 
ð DP, 
36158) x 59 (8.8) =| acosQcosO acosgsend -aseng |= 
—a sen ġ senf asen ġcos 0 


= (a? sen ?ġ cos 0, a? sen 24 sen 0, a? sen ¢ cos 6), 


que se anula apenas quando é = 0. Logo, nesta parametrização, S não é 


regular apenas no ponto (0,0,0). Como 


|Zo x Zio = ct cen 


por (7.1) temos que 


27 pr/2 grj 
A(S) = Í f a? sen ġ dod = 27a? [— cos o] Soo = 2ra. 
0 0 


87.4 Exercícios 


1. Considere y o arco da parábola z = 3 — y? no plano yz compreendido 


11 
entre as semi-retas z = 2y e z = 2% com y >0. Seja S a superfície obtida 


girando-se y em torno do eixo z. Pede-se: 
a) Uma parametrização para S. 
b) A área de S. 


2. Considerando que a superfície S é obtida girando a curva z = z?,0 < x < 4, 


em torno do eixo z, pede-se: 


a) Uma parametrização para S. 
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b) A área da porção de S compreendida entre os cilindros z? + y? = 1 e 


r? +y =A. 


E E SÉ A si 


3. Deseja-se construir uma peça de zinco que tem a forma da superfície de 


equação z = 1 — «2, compreendida entre os planos y = 0,2 = 0, e o cilindro 


=1-y2,y > 0. Se o metro quadrado do zinco custa A reais, calcule o preço 


“total da peça. 
4. Calcule a área das seguintes superfícies. 


a) Superfície do cilindro x? + y? = 2z limitada pelo plano z = 0 e o cone 
z= Vr? +y. 


2 


b) Superfície do cone z? = x? +y” situada entre os planos z = 0 e x+2z = 3. 


2 


c) Superfície do sólido limitado pelo cone 2? = z? + y? e a parte superior 


da esfera rT? +y? +2? =1. 


d) Superfície da esfera z? + y? + 2? = 12 que não se encontra no interior 


do parabolóide z = z? + y?. 


e) Parte superior da esfera £? +y? + 2? = 1 situada no interior do cilindro 
(22 +42)? = r? = y2, 


2 
f) Superfície do parabolóide z = 5 — E — y? que se encontra no interior 


do cilindro z? + 4y? = 4. 


g) Superfície da esfera de raio a centrada na origem limitada por dois 
paralelos e dois meridianos, sabendo-se que o ângulo entre os meridianos é 


a e a distância entre os planos que contém os paralelos é h. 
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87.5 Integral de superfície de função escalar 


A definição de integral de superfície de uma função escalar tem uma 
estreita analogia com a de integral de linha, apesar de a situação geométrica ser 


diferente. 


Definição 7.4: Sejam S uma superfície parametrizada por y(u, v), (u,v) € D, 
e f(x,y,z) uma função real contínua definida em S. Definimos a integral de ` 


superfície de f sobre S por 


fla RR nm pas= [tio uu) [52x £ (1.3) 
onde 2% e is são definidos como na seção 7.1. 
du ðv 
Se § é decomposta como união finita de superfícies Soi=1,-,n, então 


[frae= E) fre 


Quando S é definida explicitamente pela equação z = g(x,y), (x,y) € D, 


um raciocínio análogo àquele feito após a definição 7.3 fornece 


[frase | [tensa + (Bien) + (Len) aav 


(7.4) 


Se f(x,y,z) = 1 sobre S, a equação (7.3) se reduz a 


*Mostraremos através do teorema (7.2) que a equação (7.3) independe da representação | 


paramétrica de S. 
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dudv = área S. 


J [e] [Ibo e er 
S D 


Por esta razão, o símbolo ds pode ser interpretado como um “elemento de 

área de superfície”, e a integral de superfície / / fds é chamada a integral 
S 

de f com respeito ao elemento de área ds, estendida sobre a superfície 9. 
Exemplo 7.6: Considere a superfície S do parabolóide z = z? + y?, com 
z2? +4? < 4. Se a densidade (massa por unidade de área) em cada ponto 
(z,y,z) E S é igual ao quadrado da distância do ponto ao eixo de simetria de 
S, calcule a massa total de §. 
Solução: Como o eixo de simetria de § é o eixo z, a densidade em cada ponto 


(z, y, 2) E€ S pode ser representada pela função f(z, y, z) = 22 +y?. Portanto, 
a massa total M de S é dada por 


Jienna f [Pt 
S S 


(22 + y?) V1 + 472 + 4y? dzdy. 


z?+y? <4 


M 


Usando mudança polar para resolver a integral dupla, obtemos 


2m p2 
(12 +17) VIFF dedy = | J r3y1+4r?drdð = 
o Jo 


z?+y? <4 
r=2 
2r [144252 (14 4r2)3/2 T 
= = 1+391V17). 
16 | 5 5 | 00 


Exemplo 7.7: Calcule / j z ds, onde S é a superfície do sólido limitado pelo 
S 


cilindro z? +y? = 1 e os planos z = 1 e z + z = 4. 


Solução: A superfície S é a união das superfícies S1, S2 e S3, onde Si éo 
cilindro z? +y? = 1 com 1 < z < 4— T, S2 é o plano z = 1 com 7? +y? <1 
e S3 é o plano z + z = 4 com z? +y? < 1 (figura 7.8). 


Figura 7.8 


Portanto, 
Jfais= f [zas+ f fzas+ f f zas 
S Sı Sa Ss 
A superfície Sı é parametrizada por 
p(9,v)=(cos9, senB,v) , (0,v) €D, 


onde D = {(0,v) € R? | 0 <0 < 2r e1< v< 4- cos8}. Do exemplo 7.4. 


temos que 


dp p 
ll- 


Logo, por (7.3), 


v=4-cos 6 


por 27 4—cos 0 2n v? 
| fodvao= [ Í vdudo = | a do = 
J o h 0 2 


Il 


ffs 
Sı v=1 
1 /2m 

=; (15 — 8 cos 0 + cos? 8) dd = ——. 
2 Jo 


Por outro lado, 


| [>= f | d= sra s= 
S S: r 


f 


Como S3 é o gráfico da função 2 = f(x,y) = 4 — x, então ||N|| = v2. Assim, 
por (7.4), 
[fas - | J VI(4 — 2) dzdy. 
Su 


r?+y?<1 


Usando mudança polar para resolver a integral dupla, obtemos 


r2m 
| =v2[ (2 SOL) ag = 4yr. 
) 0 


J [ess ST 4at4Vin = 5(83+ 8v3). 
8 


87.6 Exercícios 


1. Calcule as seguintes integrais de superfície: 


a) f [e + y?) ds, onde S é a esfera a? +y? +22 = a°. 
s 
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b) [Jow ds, onde S é o triângulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) 
A : 


c) i l (y? + 2?) ds, onde S é a superfície do sólido limitado pela parte 
sS A, 


superior da esfera £? +y? + 2? = 1 e o cone z = yT? + y2. 


2. Seja S a superfície obtida girando-se a curva plana z = 1 — x°, 0 < £ < 1 


em torno do eixo z. Calcule J fue = z ds, onde Sı é a porção de S que se 


encontra no interior do cilindro. r +y =y. 


3. Seja S uma superfície fechada tal que S = Sı U S2, onde 81 e S2 são as 
superfícies de revolução obtidas pela rotação em torno do eixo z das curvas 
Cy:iz=1-z, 0O<z<le0G:2z=0, 0<z<1, respectivamente. Se 
p(x,y,2) = 22 + y? é a função que fornece a densidade (massa por unidade | 
de área) em cada ponto (x,y,z) € S, calcule a massa de S. 


4. Sabendo-se que o centro de massa (£e, Yc, Ze) de uma superfície S é definido . 


por 


SIzf(x,y,2)ds J S uf(2,y,2)ds J S zf(z,y,z)ds 
E) s S 


M iS M Se= M s 


Te = 


onde M é a massa total de S e f(x,y, z) é a densidade em cada ponto (x,y,z) € 


S, calcule o centro de massa das seguintes superfícies com densidade constante. 


a) S tem representação paramétrica p(u, v) = (u,v, u? +0?) , u? pv? <1. 
b) S é a parte da superfície cônica z? = £? + y? compreendida entre os 


planos z =1 ez =2. 
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7.7 Integral de superfície de função vetorial 


eja S uma superfície parametrizada por (u, v). (u,v) € D. A esta superfície 
estão associados dois campos Do: de vetores normajs unitários, a saber: 
de (u, v) x E v) 


ic (u,v) x Se (u, v) )! 


= ðu 
na(p(u,v)) = =ni (y(u, v)). 
Dizemos que S está orientada se fixarmos sobre S um tal campo de ve- 


ores. 


Se F : S c IR? — IR3 é um campo vetorial contínuo e n um dos campos 
nı ou no definidos anteriormente, denotamos por F, = F - n a função escalar 


que a cada ponto de S associa a componente do campo F na direção do vetor 


Definição 7.5: Seja F um campo vetorial contínuo definido numa superfície 


orientada S parametrizada por q(u,v), (u,v) € D. Definimos a integral de 


superfície* de F sobre S por 


[ra=] [ris] as 


Segue da definição de integral de superfície que 


Ie n) ds af [e (plu, v)) - n(plu, v))] PADRE ~ (u, v)) 
- fra u,v)) - (£ EP u,v) v) xu, v) )) dudv, 


rtas condições gerais, a integral de superfície 


dudv = 


(7.5) 


*Veremos através do teorema 7.2 que, sob ce: 


_ de um campo vetorial sobre uma superfície orientada independe da parametrização escolhida. 


268 Cálculo diferencial e integral de funções de várias Variáveis 


se n = nı. 


Observe que esta integral muda de sinal se considerarmos n = no. 


Quando S é definida explicitamente pela equação z = f(x,y), (x,y) € É 


D, temos 
m = CE1) 
(+ (8) +a | 
Neste caso, 
Peas ff [Penre (Site. = Gitea a) dá 
(7.6) 
se n= n. 


Exemplo 7.8: Uma interpretação física da integral de superficie de l 
um campo vetorial. 

Suponhamos que um campo vetorial contínuo F : W c IR? > R3 repre- 
senta um campo de velocidade associado ao escoamento de um fluido em cada 
ponto da região W. O fluxo ou taxa de escoamento por unidade de tempo | 
através de uma superfície S contida em W é dado pela integral de superfície 
de F sobre S. 

De fato, se S é plana e F é um campo constante, então o volume de fluido 
que passa através de S na unidade de tempo é (F -n) área(S) (figura 7.9). 
Portanto, o fluxo & é dado por 


6=(F-n)área (S). 
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Figura 7.9 


Se S é uma superfície (não plana) contida em W, a decompomos mediante 
curvas coordenadas da forma u =constante, v —constante, e supomos que 
F é constante em cada parte Są de S assim formada. Aproximando § por 
paralelogramos tangentes determinados pelos vetores OP Ai, e CaN obtemos 


Ou ðv 
que o fluxo através de uma parte Sy de S é aproximadamente 


dk = (F(pluk, vk))-nk) área (Sk) = 


fo) ô 
œ F(yluk V))- (FE) x Det) AuAv, 


como ilustrado na figura 7.10, 


Quando n — +00, a segiiência das somas 


n 


Leun): (Fn) x Felu) Audo 
converge para o fluxo total de F através de S. Logo o fluxo 4 é dado por 


o= f [tomado (gem x 58) ad ds. 
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superfície do cilindro (x — 1)? + (y — 1)? = 1 entre os planos z = 0 e z = 4 


com vetor normal apontando para fora de 8. 


Solução: O cilindro S (figura 7.11) tem representação paramétrica 
l0, u) = (1 +cosð,1+ senu) ; O<0<, 0<u<4 


Um campo de vetores normais que aponta para fora de S em cada ponto é 


dado por 


i j k 

ð ð 

ao (su) x De (Bu) = sen cosð 0 | = (cos, sen 0,0). 
0 0 il 


Logo, por (7.5), 
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pr adro 


eli í (L + cos6,1 + sen 6, (1 + cos6)2u) - 


0, 9,0 
(cos sen | dis 


2m 
-f n (cos 6 + sen 6 + 1) dida = |" 2r du = 87. 
0 0 


Figura 7.11 


“Exemplo 7.10: Calcule o fluxo do campo vetorial F(x,y,2) = (7,y—22) 

-através da superfície S do parabolóide z = r? +y4?, 0 <z < 1, com vetor 
normal apontando para fora de S. 

* Solução: A superfície S é definida por z = f(z, y) = r? +y, (x,y) € D, 
onde D = [(x,y) € R? | z? +y? < 1). Um campo de vetores normais que 


aponta para fora de S em cada A é dado por 


N= (e y), M ny) ) = (2z, 2y — 1). 


ð 
Logo, por (7.6), 


o= f [(F-nas = J | [en-z — 2%?) irp” 
5 S 
de PA 
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Usando mudança polar para resolver a integral dupla, obtemos 


27 pl 
J [+a | | drao =2m. 
o 0 
D 


Exemplo 7.11: Calcule JJe n) ds, onde F(x,y, z) = (z,—z,—1) e Sé a 
S 


porção do plano z + y + z = 0 situada no interior da esfera x? +y +2 = N 


Especifique a orientação escolhida. 


Solução: S é definida por z = fiz,y) = -z — y, (x,y) € D, onde 
D = {(z,y) € R? |22? + 2%? + 2ry < 1}. 


Escolhendo o campo de vetores normais a S dado por 


N=(1,1,1), 
obtemos 
[tensas =[ [toa CA] ds JI ds = 
= De res (S) = Exa 


v3 v3’? 
visto que S é um disco que contém o centro da esfera, possuindo então o 


mesmo raio da esfera. 


Com o intuito de calcular a integral de linha de um campo vetorial ao 
longo de uma curva C? por partes, é natural orientar as partes de classe C! 
da curva de modo que o ponto final de cada parte coincida com o ponto inicial 
daquela que a segue. Para integrar um campo vetorial sobre uma superfície 


que é a união finita de superfícies coladas pelos bordos* comuns, precisamos 


“Seja S uma superfície parametrizada por (u,v), (u,v) € D. O bordo ôS de S é a 


curva de S correspondente por « à fronteira de D. 
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' de um conceito de orientação para a superfície a partir da orientação de cada 


uma de suas partes. 


Definição 7.6: Se S é uma superfície orientada por um campo de vetores 
normais unitários n, dizemos que o bordo ðS de S está orientado positiva- 
mente se a superfície S está à esquerda de uma pessoa que caminha ao longo 


de OS com o vetor n representando sua posição vertical, como na figura 7.12. 


Figura 7.12 


Uma superfície S que é união finita de superfícies S; coladas pelos bordos 
comuns está orientada, se é possível orientar cada parte S;, de modo que, 
quando os bordos de suas partes estão orientados positivamente, tenhamos 
bordos comuns a duas partes sendo percorridos em sentido contrário. A figura 
7.13 mostra uma superfície cilíndrica orientada fechada**. Neste caso, se F é 


um campo vetorial contínuo sobre cada Si, então 


J [E mas f [emas (1.7) 
S S 


**Uma superfície S é dita fechada se S é a fronteira de uma região limitada do IR. 


274 Cálculo diferencial e integral de funções de várias variávej 


Figura 7.13 


Quando não for possível orientar cada parte S; de modo que isto ocorra, 


dizemos que a superfície S não é uma superfície orientável. 


Um exemplo canônico de uma superfície não orientável é a faixa de Möbius, 
obtida pela junção de duas faixas retangulares, uma delas com uma torção 


(figura 7.14). 


Figura 7.14 
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Exemplo 7.12: Calcule fem ds, onde F(x,y,2) = (z,y,22) e S é a 
5 
união dos planos y — z=0,0<2v<1,0<z<lLey+z=0,0<z<l, 


0<2<1. 


Solução: S é a união das superfícies Sı e S2, onde S1 é a porção do plano 

z = y cuja projeção no plano xy é o quadrado D; = (0, 1]x[0, 1], e S2 é a porção 

do plano z = —y cuja. projeção no plano sy é o quadrado Do = [0,1) x [-1,0]. 
Se considerarmos 84 e S2 com os campos de vetores normais 


n (o 5) en: (o sê ) respectivamente, S estará, ori- 
, , , , 
1 v> vê 2 vê vê p! 


entada (figura 7.15). Portanto, por (7.7), 


e iaer o | fa n) 
-| fon (o. Vo -) a y—29)- (o. -p 7) ds 


ra 
aT ii -ydzay+ f E a 
1J0 2 2 


Figura 7.15 
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Examinaremos agora o comportamento das integrais de superfície quando 
mudamos a parametrização da superfície S. 

Sejam pi(u,0), (u,v) € Di, e p2(s,t), (s,t) E Do, duas parametrizações 
de uma superfície orientada S. Dizemos que yı e p2 são equivalentes Si í 
existe uma função 

G:DCcR — Dı c R? 
(s,t) — G(s,t) = (u,v) = (u(s,t), v(s,t)), 

G bijetora e de classe C7, tal que p1 (G(D2)) = p2(D2) = S, isto é, 


p2(s,t) = yı (u(s,t), v(s,t)) ,  (s,t) € D2 (7.8) | 


(figura 7.16). 


S=0,(D,) =¥2(02) 


Figura 7.16 


Teorema 7.1: Se pı (u,v) e p2(s,t) são parametrizações equivalentes de uma : 


superfície regular orientada, então 


9(u,v) 


Nos = No Dls, 4) 
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i pı dy 3p Oya 
N, Noa= É 
edu Cd * Peas Na 
$ ; o Opa Opa : ; 
“Demonstração: As derivadas parciais “de € o São obtidas derivando-se 


"a equação (7.8) pela regra da cadeia, ou seja, 


des - ĉe ðu Rial dr ðv 
ðs ðu ðs O Os 


i A K aa 
ðt ðu ðt ðv ðt 


onde se e a são calculadas em (u(s,t), v(s,t)), logo 
= dr dr 
Na = ds CD 
(Ses , 91 5) (52 du dps E) 
du ðs ` ðv Os ðu ðt v ðt 
(SE x <) (Za ðv 3) 
ðs Ot Os Ot 
(SE x EF 9(u, v) 
9(s,t) 
9(u,v) i 
No als, t) 


Teorema 7.2: Sejam pı(u, v), (u,v) € Di, epa(s,t), (s,t) € Do, parametrizações 
equivalentes de uma superfície regular orientada 5. 


i) Se f é uma função escalar contínua definida em S, então 
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[Hs rm 


yı(Dı) p2(D2) 
ii) Se F é um campo vetorial contínuo definido em S, então 


JI (F-nds= | f (F -n)ds, 
pı(D1) p2(D2) 
se os vetores normais Nọ, e Np, (definidos no teorema 7.1) têm o mesmo 
sentido em cada ponto de S, e 


IJ (P-nds=- [ f (F.n)ds, 


pı(Dı) p2(D2) 


se os vetores normais Np, e Np, têm sentidos opostos em cada ponto de S. 


Demonstração: 


i) Pela definição de integral de superfície, temos 


E a= J [stato 0) |Z cuo x SE (uso) 


pi(Di) 


dudu. 


Utilizando a função G proveniente da equivalência das parametrizações pı 
e p2 para transformar esta integral dupla numa integral dupla sobre a região | 


Da do plano st, obtemos 


ff forte) [SE us) x Duo) 
Di 


[| fetes ar de: 
D2 


dudv = 


e 


dsdt, 


onde as derivadas parciais de e ce na integral do lado direito são calculadas j 


em (u(s,t), v(s,t)). 


Pelo teorema 7.1, a integral dupla sobre Dz é igual a 
ð 
J [renla E DES) 


| dsdt. 


Dt E E ENTE o sea] 


Integrais de superfície Ja 


psta integral, por sua vez, é a definição da integral de superficie / l fds. 


p2(D2) 
ii) Por (7.5), 


JJ (F-n)ds s/a (pı(u,v)): (Se Lu, v) ) x Euo) dudv. 


pi(Di) 
Utilizando a mesma mudança de variáveis do caso anterior, obtemos que 


a integral dupla do lado direito é igual a 
fo) fo) 9(u,v 
J [r uls, t), o(s, t))) - ( a x 2) e o 


dr e 21 
“au 


dsdt, 


onde — são calculadas em (u(s, t), v(s, t)). 


O(u,v) 


nao 


Se No, e Np, têm o mesmo sentido, então, pelo teorema 7.1, 


Portanto, a integral dupla sobre D2 é igual a 


J Í P(pa(s, 9) (SE 2 (9,1) x 22 Pest) dsdi, 
D2 


que é a definição da integral de superfície J / (F-n)ds. 
e(Da) 


Se Nọ, € Np, têm sentidos opostos, então a integral dupla sobre D» é igual 
da 
—F(ypo(s,t))- Ses tj “au S” dsdt. 
Da 


87.8 Exercícios 
Calcule J J (F - n) ds nos exercícios abaixo: 
S 


1. F(x,y2)=(2y-2)eSéa esfera 22 +y? +z? = 4, com vetor normal 


n exterior. 
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2. F(x,y,2) = (2,y,z) e S é o triângulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e 


(0,0,1), onde o vetor normal n tem componente z não negativa. 


3. F(x,y, z) = (y,2,22) e S é a superfície do sólido W, onde 


W=((2,y,2/€ IR | 22+ y? < z < 1}, com vetor normal n exterior, 
y 


4. F(x,y,2) = (2,y,2) e S é a superfície do sólido W, onde 


W = {(z,y,z) € R? |22+y)<1ex2+y2+22<4), com vetor norma 


n exterior. 


5. F(z£,y,2) = (2? — x, —zy,3z)e S éa superfície do sólido limitado por 


z=4-4,r=0,r=3e0 plano xy, com vetor normal n exterior. 


6. F(x,y,2) = (—3ry2”, z+2yz— 2x24, yz3— 2?) e S é a união da superfície 
z? +y? =1,0 <z <1, com z =0, z? + y? < 1, indicando a orientação 


escolhida para S. 


7. F(x,y,2) = (yz, £z, 1? +4?) e S é a superfície de revolução obtida 
girando-se o segmento de reta que liga os pontos (1,0,1) e (0,0,3) em torno 


do eixo z, onde o vetor normal n tem componente z não negativa. 


8. F(z£,y, 2) = (2? + y? + 2?)7?/?(zx,y, z) e S é a esfera £? + Pta, 


com vetor normal n exterior. š 


§7.9 Teorema de Stokes 


Uma extensão importante do teorema de Green é o teorema de Stokes, que 
relaciona a integral de linha de um campo vetorial ao longo de uma curva 
fechada C no IR? com a integral sobre uma superfície § da qual C é o bordo. 
Antes de provar o teorema de Stokes, faz-se necessário introduzir alguns con- 


ceitos. 


| 
| 


À 
E 
! 
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Definiremos inicialmente o campo vetorial rotacional. Para isto, considere- 
mos F = (F4, F}, F3) um campo vetorial com derivadas parciais definidas num 
subconjunto aberto do IR3. O campo vetorial rotacional de F, denotado 


por rot F, é definido por 


ôF, ôF, OM F; Fz =) 


ðy Oz" ðz ðr’ r Oy (7.9) 


rot F ( 


A equação (7.9) pode ser lembrada mais facilmente se a reescrevermos 


usando a notação de “operador”. Introduzamos formalmente o símbolo “V” 


z (È Ea 5) 
~ (8r dy' dz 
para denotar o operador que aplicado a uma função real w = f (x,y, 2) nos dá 


o gradiente de f, isto é, 


_(Əf or df ) 
Nip (o ðy’ dz)" 
Denotemos por “V x” o operador que aplicado a um campo vetorial F = 


(Fi, Fz, F3) nos dá o produto vetorial formal de V por F, ou seja, 


i j k 
gre L e 2 (5 0F, ôF, _3F; 0 a) 
T| ôr dy Oz dy O2'O dr'dz dy) 


A R R 


Portanto, V x F é o campo vetorial que já denotamos por rot F. 


Teorema 7.3 (Teorema de Stokes): 
Sejam S uma superfície orientada, parametrizada por p(u, v), (u,v) E D, 


onde D é uma região fechada do plano uv,limitada por uma curva C! por 
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partes, e p uma função de classe C? num subconjunto aberto de IR? contendo 
D. Se F = (F, F>, F3) é um campo vetorial de classe C1 definido num subcon. 
junto aberto de IR? que contém S cujo bordo OS está orientado positivamente 


então 


f ormas= f Far. (7.10) 
s 


Demonstração: Consideremos S parametrizada por 


pluv) = (z(u,v), y(u, v), z(u,v)) , (wv) ED, 
de  ðg 
e orientada com campo de vetores normais n = hi] onde 
Ju X do || 


de 3p (Gu a(z, z) Deo) 
ðu Ou (u, v)’ O(u,v)' Afu, v)/ 


Por (7.5) temos que 


J [C*F:nas= 


S 
MEET 
0F, ðR 9(2,9)] 

(= 5) Au, v) | 


dudv, 


onde o integrando desta integral dupla é calculado em plu, v). 


Para completar a demonstração basta verificar que 


F O(z,x) OF 8(z,y) x 
ha dz Hie O 55) dude, (7.11) 
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ƏF ly, z) _ ƏFz 0(2,4) 
fe maps ii de O(u.v) * Ou r! dudu O 


fer=]] [5 2wa anan 2] dudv, (7.13) 


pois somando estas três equações obtemos a equação (7.10) do teorema de 


Stokes. Como as três equações são análogas, provaremos apenas (711). 


Suponhamos que h(t) = (u(t) v(t)), a < t < b, é uma parametrização da 
fronteira de D, orientada de modo que y(h(t)) seja uma parametrização do 


bordo ðS de S, orientado positivamente. Assim, 


IR Fidz = JA [Econ Geno] dia 
E f [ARA EO + de (0) dies 
= [ Aloo) (Goo) du + de (u,u)do) = 


= f Be (uo) F (u,v) du + Filplu v Nuod 


Como (p é de classe C?, podemos aplicar o teorema. de Green a esta última 


integral, obtendo 


Lo F; dr = 
=j [5 (rico u, v)u )-5 —— 2 (item SE (a v) ))] dudv. 


AN) 5 (Eeo) 


ð zr ð dx 
É a Èn o o) wT eio oa a (F T 5- 


ð dz ð ðr 
ðu (Fi og) dv Ou (ap) ðu 


(e ôr 3Fıðy OF A de = ðr ôF ðy OF w dz 
Ox du Oy ðu Oz Ou) Ou dx dv y ðv dz ðv 


9H (5 dy Or w) ôF (5 Oz ðr 5) 
dy \ðuðv Odvdu dz \ðvðu dudu 

9F Ole, y) , Fi Pesa) 

Oy O(u,v) Oz Alu, v) 


Logo, 


fofas om DEDO) dudo, 


o que prova (7.11). 


Observação 7.1: No caso particular em que § é uma região no plano xy e 


n = (0,0, 1), a fórmula (7.10) fornece 


h Fide + Fady = J; F. m po de= [ [0 a) dedo 


Isto prova que o teorema de Stokes é uma extensão do teorema, de Green. 


Usando o teorema. de Stokes, podemos deduzir uma interpretação para o 
campo vetorial rot F que dá alguma informação acerca do próprio F. Sejam 
Po um ponto de um conjunto aberto no qual F é de classe C! e B, uma bola 
fechada de raio r e centro em Py situada no plano perpendicular a no, como 


indicado na figura 7.17. 
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Figura 7.17 


Aplicando o teorema de Stokes a F sobre B, e seu bordo yr, obtemos 


F.dr= | formas 
hn A 


O valor da integral de linha é denominado circulação de F ao longo de yr 
e mede a intensidade do campo tangencial a y. Assim, para r pequeno, a 
circulação ao longo de y mede a intensidade com que o campo F perto de Py 
gira em torno do eixo determinado por no. Por outro lado, a integral de su- 
perfície é, para r suficientemente pequeno, aproximadamente igual ao produto 
escalar rot F(Py) : no multiplicado pela área de B,. Segue que a circulação 
ao longo de y, tenderá a ser maior se no tiver o mesmo sentido de rot F'(Po). 
Portanto, podemos interpretar rot F(Pb) como sendo o determinador do eixo 


em torno do qual a circulação de F é a maior possível perto de Po. 


Exemplo 7.13: Calcule $ F . dr, onde F(x,y,2) = (yz+z°, 2zz+3y?, ry +4) 
g 
e C é a curva obtida como interseção do cilindro z? + y? = 1 com o plano 


x+y +z = 1, orientada no sentido anti-horário. 
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Solução: A curva C é o bordo da superfície S definida Pporz=1-z-y para : 


(x,y) € D, onde D = {(x,y) € R? | z? +y? < 1} (figura 7.18). 


Figura 7.18 


O campo vetorial rot F é dado por rot F(x,y, z) = (—z,0, z). Tomando o 
L 1 1 
V3 V3’ V3 


campo de vetores normais unitários a S dado porn = ( $ temos, 


fE a= J [totns 


por (7.10), que 


Por (7.6), 


| [erma f [Catat aiy f ferrado 


Usando mudança polar para resòlver esta integral dupla, obtemos 


2m pl 
fla 27 — y) drdy =f fa 2r cosĝ — r sen B)r drd = 
o Jo 
D 


wE 2 1 
=f (5 50056 - $ seno) do = 7. 


Portanto, 
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fr-dr=a. 
Cc 


Verifique este resultado calculando a integral de linha diretamente. 


Exemplo 7.14: Considere S a superfície orientada da figura 7.19 e F(x,y,2) = 
(y, —2, e”). Calcule [Jor -n)ds. 
sS 


|o 
—> 


Figura 7.19 


Solução: O bordo OS de S é a curva definida por +y -lez=0, 


orientada no sentido anti-horário. Por (7.10), temos 


f [rna = 4 F-d= 


= ydz — z dy + e” dz = 
os 


= $ ydz-— q dy. 
z?+y?=1 


Usando o teorema de Green para calcular esta última integral, obtemos 


f ydr ady= [ f 2dxdy = —27. 
22+y2=1 y 
z?+y?<1 
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Exemplo 7.15: Calcule Í F-dr, onde F(£,y,z) = (22,22,20y) e C éa 
g 
curva obtida como interseção da superficie z = 1 — y’, z > 0, com o plano 


27 + 3z = 6, orientada no sentido anti-horário. 


Solução: A integral f F - dr não pode ser calculada com o auxílio do teorema 
de Stokes. No nos se considerarmos a curva fechada y = C U C3 (figura 
7.20), onde C1 é a curva parametrizada por z(t) = 3, y(t) = t e z(t) = 0, 
—=1 < t < 1, então y é o bordo da superfície S definida.por z = f(x,y) = 2— a, 


(x,y) € D, onde 


D= {(z,y) € R? | 260 , -1<y<1), 


| A 


3 + 3y? 
a; 


3 
orientada pelo campo de vetores normais unitários n = (55 0, 5): 
P P v13 v13 


Como rot F(x,y, z) = (x,0, z), a fórmula (7.10) do teorema de Stokes nos 


$ F-dr= [ [(rotF-nas 
Y=CUC, í 


fornece 


Por (7.6), 


(rot F-n)ds = POPE E 2 - 201 drdy = 
[femea =f (azma) ( 
SIG 2+2-52) dzay=2 [' fan drdy = 


3 
= = nt a 
=3 (1-y)dy= sly e 4. 


Portanto, 


fr-ar=a- F.dr=4, 
E Cı 
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pois 


Figura 7.20 


O teorema a seguir, que é análogo ao teorema 6.4, caracteriza os campos 


vetoriais de IR? que são campos gradientes. 


Teorema 7.4: Seja F um campo vetorial de classe C? definido em IRº, exceto 
possivelmente em um número finito de pontos. As seguintes afirmações são 


equivalentes: 


(i) g F -dr = 0, qualquer que seja a curva fechada C, C? por partes. 
Jo 


B 
(ii) Para quaisquer pontos AeBemiRê, j, F -dr independe da curva e 
A 


por partes que os liga. 
Gii) F é um campo gradiente de alguma função f, isto é, T= 


(iv) rot F =0. 


290 Cálculo diferencial e integral de funções de várias Variáveis 
E rs á SEEN 


Demonstração: A demonstração de (i) implica (ii) é análoga à do teorema 
6.4. 

Vamos provar que (ii) implica (iii). 

Seja C uma curva C! por partes ligando (0,0,0) a (X.Y, Z) (se F não é de 
classe C? em (0,0,0), o substituímos por um ponto onde F seja de classe o"j, 


Admitindo (ii) podemos definir 
F(X,Y, Z) =f F- dr. 
C 
Escolhendo C' como na figura 7.21, temos 
xX Y Z 
HX,Y,2) = A F(t, 0, 0)dt +f F(X, t, 0)dt + / FX, Y, t)dt, 
Jo 0 Jo 


onde F = (F, F}, F3). 
af ðf of 


Segue imediatamente que 52 = F3. Podemos mostrar que 5X E Fe Jy = 


F>, escolhendo uma poligonal C como na figura 7.21. Portanto, Vf = F. 


Esta prova nos dá outro método (através de integrais definidas) para o 


cálculo de uma função potencial de um campo gradiente em JR$, 


z 


x,y, 
c Y 
> 
tx,0,0) tx,y,0) 


x 


Figura 7.21 
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Mostremos que (iii) implica (iv). 

ð ð 
f R F 

ðr Oy ð 

de classe C1 exceto possivelmente num número finito de pontos, então f é de 


Se F = Vf, isto significa que F} 


e F; a Como F é 


classe C? exceto possivelmente num número finito de pontos. Pela definição 


do rot F, temos 


i J k 
ie 20g Pf Pf Pf Pf Pf Pf 
roit =| Or dy de ðyðz Ozdy' ðzðr drôz' Özðy dyôr)" 

of of of 
dz Oy Oz 


Pela simetria das derivadas parciais mistas concluímos que rot F = 0. 


Finalmente, verifiquemos que (iv) implica (1). 
Seja C uma curva fechada e S uma superfície cujo bordo seja C, escolhida 
de modo que o campo F seja de classe C! em todos os pontos de $. Aplicando 


a equação (7.10) do teorema de Stokes, temos 


il tr-njlios, 


pois, por hipótese, rot F = 0. 


Exemplo 7.16: Calcule a integral do campo vetorial F(z,y,2) = (yz + 
Tê, mz + 3y2, xy) ao longo da curva C obtida como interseção da superfície 
2 y2 


3t TT =l z2 0, com o plano y = 1. 


é 3 
Solução: Consideremos a curva C orientada no sentido de A = (5 A 0) para 


Bs (5 1,0), conforme a figura 7.22. 
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pe 1,0) 


Figura 7.22 


O campo vetorial F é de classe C’ e rot F = 0 (verifique!). Portanto, pelo 
teorema 7.4, F é um campo gradiente. Para encontrar a função potencial Ff 


resolvemos o sistema de equações 


SL a 2 

dz yz+a 

Si = gzz + 3y*, 

of 

Ss. = TY, 

e obtemos 
z3 
feyz) = zyz + + Aly z), 


f(z,y,z) = zyz +y + B(x,2), 
Fx,y,2) = zyz + C(z,y). 


3 
Assim, a função f(x,y,z) = tyz + a +y? é uma função potencial de F. 
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Utilizando o teorema 6.2, temos 


[E œ= 1B- fa) = t (-3,10) -4 (3.10) =. 


87.10 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 6, use o teorema de Stokes para mostrar que a integral de 


linha é igual ao valor dado, indicando, em cada caso, a orientação da curva C. 


A $ yda + zdy + zdz = —2r V3, onde C é a curva obtida como interseção do 
plano z + y = 2 com a esfera £? +y? +2? = 2(x + y). 


2 
ER fev +z)dz + (x + 4y)dy + (22 + y)dz = -Wri , onde C é a curva 


2 


obtida como interseção da esfera £? + y? + 2? = a? com o plano y + z = a. 


2 
3. $, 2cuda + |(1 - 9)z + z? + z]dy + = 
Jo 
2 


obtida como interseção do cilindro z? + y? = 1, z > 0, como cone z? = 


z? + (y - 1}. 


e) dz = 7, onde C é a curva 


4. $, (y + z°x?)dr + (2z + 5r + y?)dy + (4y + z cos z)dz = Vê, onde C 
o, 
é a curva obtida como interseção do parabolóide z = + 2y? com o plano 


32 +27 = 5. 


5. ge — 2y)dz + ydy + 3zdz = 4V3, onde C é a fronteira do triângulo 
C 

equilátero situado no plano —3% + v3z +6 = 0 de vértices P = (2,2,0), 

Q = (2,6,0) e R = (2 + v3, 4,3). 


6. $ (y + z)dz + (z + x)dy + (x + y)dz = 0, onde C é a interseção do plano 


y = z com o cilindro z? + y? = 2y. 
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7. Seja F um campo vetorial cujo rotacional em cada ponto de IR3 é dado 
por rot F(z,y,2) = (x,-—2y,z). Calcule f F - dr, onde C é o contorno do 
(o! 


semifuso esférico, de ângulo E indicado na figura 7.23. 


8. Seja C a circunferência de raio a, no plano 2x + 2y + z = 4, centrada no 


ponto (1,2, —2). Se F(z,y,2)= (y — z, z — 2,2 — y), determine o valor de q 
8T 


para que f F-.dr =-=. 
c 3 
9. Calcule J [eor -n)ds, onde F(x,y,z) = (y, 2x, xyz) e S é a superfície 
s 


lateral da pirâmide da figura 7.24 com normal n exterior a S. 


10. Calcule f [eer -n)ds, onde F(x,y, z) = (£ — £?z, y2? — y?, £?y — z2) 
s 


e S é qualquer superfície cujo bordo seja uma curva fechada no plano xy. 


11. Calcule / for -n) ds, onde F(x,y, z) = (27y,0, -xz) e S é a superfície 
S 


2 p 2 
do elipsóide — + = + — = 1. 
lo elipsóide 4 + 9 ET: 


Figura 7.23 ` Figura 7.24 
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12. Calcule Í (2ryz + senx)dz + (z?z +e” )dy + (zv+2) dz, onde C é a 
é 


curva parametrizada por o(t) = (cos*t, sen?t, (t+ 1)?), O<t<7. 


13. Calcule / F.dr,onde F(z,y,2)=(e"! — ze *,e7* — re™Y, e7? — ye?) 
a ) 


; ; l t =e 
e C é a curva parametrizada por o (t) ( aUt lei (5) é AE ) „0< 
n 


ISi 


14. Calcule Í (4xy — 32222 )dx + 2x?°dy — 2xº2dz, onde C é a interseção da 


2 2 


superfície F + 7 +z? = 1, z > 0, com o plano y = 1. Indique a orientação 


escolhida. 


15. Calcule f (2xyz + 2x)dz + x?zdy + z?°ydz, onde C é a curva obtida como 
E 
interseção da superfície z = y4 — z? — y? com o plano x + y = 2. Especifique 


a orientação escolhida. 


16. Seja F(x,y,2) = (202 + 4?, 2ry + 3y2,e + 2º). 
a) F é um campo conservativo no IRê? Por quê? 
b) Seja C a curva obtida como interseção da superfície de equação z = 
9-22-y ,z > —4 com o plano y = 2. Calcule Í F . dr, especificando 


a orientação escolhida. 


17. Determine j F -dr, onde F(x,y, 2) = (yz + z3, zz + 3y? ry +4)eC éa 
G 
curva obtida como interseção das superfícies de equações z = 5 — y? , z > 1, 


e g +z = 5, orientada no sentido de crescimento de y. 


2 
,2” |]. Mostre que 
z? +y? ) 2 


o valor da integral do campo F ao longo de qualquer curva fechada C que não 


T 
18. Seja F(x,y, z) = | e -E + 
eja F(x,y, z) (e seny + DE e” cosy 


intercepte o eixo z é zero. 

19. Seja F(x,y,2) = as a z) Mostre que $ F. dr = 27, onde 
- Sej iY; | q , 

C é a curva z? +y? = 4, z = 0, orientada no sentido anti-horário. 
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$7.11 Teorema de Gauss (Teorema da divergência) 


O teorema de Stokes expressa uma relação entre a integral sobre uma 
superfície e a integral de linha sobre a curva que é o bordo desta superfície. O 
teorema de Gauss, “que passamos a expor, relaciona uma integral tripla num 
sólido de JR? com a integral sobre a superfície que é fronteira deste sólido. 

Seja W uma região limitada de IR, tendo como fronteira uma superfície 
W. Diremos que OW está orientada positivamente se o vetor normal em 
cada ponto de OW aponta para fora de W. Por exemplo, se W é a região de 


IR? definida por 
Wender | 1 <2? +y? +2? <4), 


sua fronteira OW é formada por duas esferas centradas na origem. OW está 
orientada positivamente se os vetores normais à esfera exterior apontarem no 
sentido contrário à origem, e os vetores normais à esfera interior apontarem 


para a origem, como mostra a figura 7.25. 


Figura 7.25 


Para enunciar o teorema, de Gauss, definiremos primeiramente o diver- 
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gente de um campo vetorial F. Para isto, consideremos 
F(x,y, 2) = (Fi (z, y, 2), Fa(£, y, 2), F(x,y, 2)) 


um campo vetorial com derivadas parciais definidas num subconjunto aberto 
de IR’. O divergente de F, denotado por div F, é definido por 


ôF EE öFz gala da z 
az HT Oy USEE ag a Ya: 


div F(x,y,2) = 


Teorema 7.5 (Teorema de Gauss): 
Seja W uma região fechada e limitada de IR? cuja fronteira OW é uma 
superfície orientada positivamente. Se F é um campo vetorial de classe C! 


num subconjunto aberto de IR? que contém W, então 


/ JE nas= f f f div F dædyaz. (7.14) 
aw w 


Demonstração: Suponhamos, primeiramente, que W é uma região simples, 
isto é, W é uma região de tipo I, II e III simultaneamente. 


Se F = (F, F2, F3), podemos escrever o lado direito de (7.14) na forma 


J | [HF daduas = 


WwW 


j ] [5 9h, dedydz fã dadydz + I RR dedydz. 
e a 


Ww 


Por outro lado, a integral de superfície da equação (7.14) é dada por» 


Rio paas] i (Fi, Fz, F3) < n] ds = 


ow 


| fumo): nas f fu (0, 54.0) Jenjas+ f fio 0.5) njds. 


ow ow 


II 
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A demonstração estará concluída se provarmos as identidades 


I i drdydz = / jl [(F;,0,0) n] ds, (7.15) 
oW 


ow 
J / J dB dydydz = f J [(0, Fz, 0) n] ds, (7.16) 
dy e à 
w ow 
f / l ao drdyd: = / [t40,0,89) ido (747) 
E gg “gw 


Para provar (7.17), descrevemos W como uma região de tipo I, ou seja, 
W = {(z,y,2) E€ R? | filz,y) < z< falzsy) , (zy) €D}. 


Esta região é limitada inferiormente por uma superfície Sı de equação 
z = f(z,y),(2,y) € D, limitada superiormente por uma superfície Sz de 
equação z = f(x,y), (x,y) € D, e (possivelmente) por uma superfície 93 que 
é uma porção de cilindro gerada por uma reta paralela ao eixo z ao longo da 


fronteira de D, como mostra a figura 7.26. 


x 


Figúra 7.26 
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Temos 


y Rem 
f J / ad drdydz =) / [ii pd ip = 
OW oz file 


i Aa 
D 


Por outro lado, 


J il [(0, 0, F3) - n] ds = 


ow 
ffio,o,8)-mas+ f fi0,0.89)-mds+ f fI0,0.29)-m)ds. 
Si S2 S3 


Em S3, o campo de vetores normais unitários é paralelo ao plano vy. Logo, 


(0,0, F3): n = 0 e, portanto, 


| fí0.0,m) “njds = 0. 


S3 


Em S5, o campo de vetores normais que aponta para fora de W é dado por 


-( 2 Ofa ) 
No=( ðr’ E l 


Então, por (7.6), 
S fí0,0,m) - n} ds = 
S2 
ðf df 


= / (0,0, Faf» y, Jale 9) (-26, -2R 1)| dzdý = 


| Falsa haley) dedy. 
`D 
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Em S1, o campo de vetores normais que aponta para fora de W é dado Por 


z 2A 2h 1) 
n = ($, rj 


Logo, por (7.6), 


J [0o F3) -njds = 


Sı 
aa (0.0, Fte, um fite) (SOS, -1)] andy = 


f/ Piau, (x2,y)) dzdy. 
D 


Assim, 


f [100P nas= f firita,y, hl) = Bley, file,y))]dzdv, 
aw -iD 


o que prova 7.17. A demonstração de (7.15) e (7.16) é análoga. 


Quando W não é simples, podemos decompô-la como uma união finita de 
regiões simples, isto é W = W U --- U Wn (a região da figura (7.25) é uma 
união de oito regiões simples, uma em cada octante). Usando a fórmula (7.14) 


do teorema de Gauss em cada região simples, obtemos 


Pi (end pedra (F .n)ds. 


awi 
Observando que os vetores normais exteriores à fronteira comum de duas 
regiões simples são opostos, concluímos que as integrais de superfície corres- 


pondentes são simétricas e, portanto, se cancelam. Assim, 
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[| Eist fd a das 


ôW: 


o que completa a demonstração. 


Usando o teorema de Gauss. podemos dar uma interpretação para o di- 
vergente de um campo vetorial F num ponto P. Para isto, consideremos 
W, o sólido limitado pela esfera de raio r e centro no ponto Ps, contido no 
subconjunto aberto de IR? no qual F é de classe C’. 


Aplicando o teorema de Gauss ao campo F sobre W,, obtemos 


ER Ri F a 


onde n representa o campo de vetores normais unitários exteriores a W,. 


Pelo teorema do valor médio para integrais temos que 


J J d div F dzdydz = div F(P')V (W,), (7.18) 


onde P' é um ponto conveniente em W, e V (W,) é o volume de W,, o que nos 


permite escrever (7.18) na forma 


a 
weeral (F - n) ds 


Fazendo o diâmetro d, de W, tender a zero, obtemos 


div F(Po) = Jim 5 wl, id n)ds, 


ou seja, o div F (Po) nos dá o fluxo do campo F por unidade de volume em Po. 
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Exemplo 7.17: Calcule [fem ds, onde F(z,y,2) = (2y,vy,y) e S é 
S 


a superfície do sólido limitado pelo cilindro x? + y? = 1 e pelos planos z = 1 


e z = —1, com a normal a S apontando para fora do sólido. 


Solução: S é uma superfície fechada, fronteira da região 
W = {(z,y,z) € R? | ?+y? <1 , -1<2<1} 


Usando a fórmula (7.14) do teorema de Gauss, temos 


I k pj pda 


Como div F(x,y, 2) = y2 + z?, então 


J | [HF azdgdo = [ | [6º + 1º) dzdyaz = 
a w 
=f] [+a] ddis 


T?4y?<1 
= 2f / (z? + y?) drdy. 
z?+y? s1 
Fazendo mudança de coordenadas polares para resolver a integral dupla, obte- 


mos 


r pn ox 
(x° + y“) dedy = rº drdb = =. 
o Jo 2 


si+yi<i 


Assim, 


fJemas=a. 


Ss 
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Exemplo 7.18: O exercício 8 da seção 7.8 mostra que o fluxo do campo 
F(z,y,2) = (2 +y? 4+22)3/2(2,y.2) que sai de uma esfera Sa de raio a e 
centro na origem é 4r, isto é, independe do raio da esfera. 

Mostre, usando o teorema de Gauss, que o fluxo de F que sai de qualquer 
superfície fechada S envolvendo a origem também é 47. 
Solução: Seja W a região compreendida entre S e a esfera Sa, conforme a 
figura 7.27. Sua fronteira é W = SU Sa, onde S está orientada com vetor 
normal apontando para fora de W e Sa com vetor normal apontando para a 


origem. 


Figura 7.27 


Como (0,0,0) ¢ W, então F é de classe C? em W. Aplicando o teorema 


de Gauss ao campo F sobre W, obtemos 


[| faser anavas= f [renas f fE mas f [trends 
Ww aw s ` Sa 


Um cálculo rotineiro mostra que div F = 0 (verifique!). Portanto, 


P i 


q 
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Observação 7.2: Se F é um campo vetorial de classe C?, então 
div (rot F) = 0, 


isto é. o divergente de um campo rotacional é nulo. 


De fato. supondo F = (A. F>. F3). temos que 


a (28 _ ôF: ôF, OM 06 O ) 
z -ay ðz` ðz ðr’ dr Oy) 
Logo, 
' _ ð (08 Ə O E 3 ð ga E A 
dio ad ðr ( dy Oz ) Oy dz ) t ôr Oy 


O lado direito desta última identidade é nulo, em virtude da simetria das 


derivadas parciais mistas de Ber. 
Exemplo 7.19: Calcule Sf (rot F -n) ds, onde S é a união do cilindro q2 + 


W=1,0<z <d DORES do plano z = 0, z? + y? < 1, orientada com 


vetor normal exterior, e F(x,y, z) = (2x + 22 y +z, zyr +y, 292). 
Solução: A integral [Jor n)ds pode ser calculada com o auxílio do 


S 
teorema de Stokes. Neste caso, por (7.10), 


I a 


onde C é a circunferência 72 + y? =1ez=1, orientada no sentido horário. 


Deixamos o cálculo da integral de linha para o leitor. 
No entanto, a integral J for. n) ds também pode ser resolvida uti- 


lizando o teorema de Gauss. Para isto, considere a região W de IR? limitada 
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por S e pela superfície Sı que é a porção do plano z = 1 coma? +4? < 1, 
ambas orientadas com vetor normal apontando para fora de W. Então, por 


(7.14), 


f | f iv (ros F) dedyaz = IJ (rot F - n) ds. (7.19) 
ow “SUS, 


Pela observação 7.2, o lado esquerdo de (7.19) é nulo. Assim, 


o=[[( (rot F- is fina de ii n) 


SUS, 


Logo, 


Jm -n)ds = E id - n) ds. (7.20) 


Vamos agora calcular / feo F.n)ds. 


Como rot F = (—322yz,z+2zy-— 2171,2%y— z?) e o campo de vetores normais 


unitários a S} é n = (0,0,1), temos 


Tg n)ds = E (y— 1) dedy. 


a2+y2<1 
Usando mudança ade para resolver esta integral dupla segue que 


m (y — 1) dzdy = [7 [ osne- ardo = 


z?+y’ <1 
27 /1 1 
= a saham 
f (350 5) o 


Substituindo este resultado em (7.20), obtemos 


f parans 
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has 


a superfície cilíndrica fechada limitada pelos planos z = 0 e z = 1, cuja base 


§7.12 Exercícios 


1. Calcule J [E ds, onde F(x,y, z) = (or + ;—2y,- 
S 


no plano zy é limitada pelas curvas de equações: x? + (y -— 1)? = 4, y >i 
2? +(y+1)?=4, y < —1; (z-2)?+y? =1, £> 2 (1+2) +% =1, £< -2, 


e n é a normal exterior a S. 
2. Calcule G nm) ds, onde F(x,y, z) = (x, —2y + e? cos z, z + r?)esSé 


S 
definida por: 


z=8-3(z? +4?) , z?+y <1, 


com campo de vetores normais exterior a S. 


2 2 2 
3. Uma função f(x,y,z) é dita harmônica se + aa + E =0 para 
qualquer (x,y,2) € IRÊ. Mostre que, se f é de classe C? e harmônica e S é 


uma superfície fechada, então / J (Vf-n)ds=0. 
s 


4. Encontre o fluxo do campo F(x,y,2) = (er +cosyz, —2zy + sen rz, z? + 3) 


através da superfície S, orientada positivamente, união das superfícies Sı e 


So, onde Sı é definida por z = 4 — 2z? — y? , 0< z <2, e Sz tem equação 
2 


5. Considere a superfície S união de S1 e S2, onde S} é dada. por z = yr? + y?, 
0 < z < 2V2, e So é definida por 22 + y? + 2? = 16 , 8<? +y? <16 e 
220. Calcule o fluxo do campo vetorial F(x,y, z) = (y?r, 2y + 2,722 — 5) 


através da superfície S com campo de. vetores normais exterior a S. 
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E p 
6. Calcule o fluxo do campo F(x,y,2) = F +y. 3º 3 +2) através da 


superfície S do sólido W definido por 


W = {(2,y, z) € RÈ | 2?+y? +2? > 1, v+y+(2-2))<4e2> va? +y}, 
com campo de vetores normais a S apontando para fora de W. 


7. Sejam F(x,y,2) = (x,y,z) um campo vetorial em JR? e W a pirâmide 
de vértices O, A, B,C, onde O = (0,0,0), A = (0,1,0), B = (0,0,1) e C = 


(e, 1,0) (c > 0). Calcule o valor de c sabendo que 


peaa (F -njds=1, 


Sasc 
onde Sw é a superfície da pirâmide W, S4gc é a face de vértices A, B,C, e n 


é o campo de vetores normais apontando para fora da pirâmide. 
8. Calcule ft F.n)ds, onde F(z,y,2) = (22y,0,-z2) e S é o elipsóide 
S 


2 2 2 
- y z 

d —+>+—=1 
e equação -7 + g +76 


9. Considere a superfície S obtida girando-se o segmento de reta que liga os 


pontos (1,0,1) e (0,0,3) em torno do eixo z. Calcule’ f (rot F - n) ds, onde n 
3 


é o campo de vetores normais exterior a S e F é um campo vetorial em IR 
3 3 

detinido por F(x,y,2) = (-5 + ze”, Z — cos yz, ty |. 

10. Seja T o tetraedro de vértices O = (0,0,0), A = (2,0,0), B = (0, 6,0) e 

C =(0,0,2). Sejam S a superfície lateral de T constituída pelas faces de T 

que não estão no plano xy, e F(x,y,2) = (3y + 2,2 + 4z,2y +£) um campo 


vetorial de JRÊ. Calcule [for -n) ds, com a normal exterior a 5. 
S 


11. Calcule: 
a) O fluxo de F(x,y, z) = (z? +y? + 2°)! (z, y, z) através da superfície do 


q 
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sólido W limitado pelas esferas T? +y? +2? =0 er? +y +2 =b a <b, 
orientadas com sentidos opostos (n aponta para fora do sólido W). 

b) O fluxo de F(x,y, z) = (1? +y? + 2?)=3/2(x,y, z) através das faces do 
cubo W definido por 


W={ileye) ER | -1<8<1, -1921,22 <1} 


12. Calcule o fluxo do campo F(x,y,2) = (27,-2(22 + y? + 212 ya? 4 


y? + 22)-1/2) através da superfície S definida pelas equações 


2 yp z 

e E A am > 

m ta b a 220 

2 42 

Fts , -3<2<0, 
2 „2 
a” 

E, y Eai as 

z Ea 


13. Seja W uma região fechada e limitada de IPÊ, cuja fronteira, OW, é a 
união de duas superfícies Sı e S2, orientadas com vetor normal exterior a W. 
Considere o vetor normal a Sı com terceira componente positiva. Qual o valor 


de [fe -n) ds, onde Fla,w a) = (et? y +2v5, =2y), sabendo que 61 é 
Sa 


uma porção do plano 2y + z = 1 com 5 unidades de área e que W possui 30 


unidades de volume. 


APÊNDICE 


FUNÇÕES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE 


Nas seções 1, 2 e 3 deste apêndice abordaremos casos particulares do teo- 
rema da função implícita, para os quais é possível dar uma interpretação 
geométrica. Na seção 4 veremos a versão geral deste teorema, cuja demons- 


tração pode ser vista, por exemplo, em Rudin, W., 1976, p. 225-227. 


84.1 Curvas no plano xy definidas implicitamente 


Usualmente a equação de uma curva no plano xy é dada na forma y = 
f(x). Pode acontecer, no entanto, que ela se apresente na forma Pley) = 0 
2 2 
como, por exemplo, a reta ax + by + c = 0, a elipse Sa a -1=0€ea 
a 


circunferência £? + y? — r? = 0. Para obtermos a equação na forma y = f (x) 


“ 


devemos “resolver” a equação F(x,y) = 0 para y. Impõe-se, naturalmente, a 
seguinte pergunta: “Dada F(x,y), é sempre possível obter uma única função 
y = f(x) ou x = g(y) satisfazendo à equação F(x,y) = 07. A resposta é 
negativa. Basta considerarmos as funções F(x,y) = z? + y?, G(x,y) = z? + 
y? +1 e H(z,y) =z? +y? -—1. Se, por um lado, F(x,y) = O é satisfeita 
apenas para x = y = 0, por outro, não há números reais que satisfaçam 
G(z,y) = 0. Por sua vez, a equação H(z,y) = 0 pode ser “resolvida” por 
mais de uma função y = f(x). Observe, no entanto, que se tomarmos (£o, yo) 
com yo > O satisfazendo H(x0,y) = 0, então apenas y = f(x) = V1 -= 2? 
satisfaz H(x,y)=0e yo = f (zo). 

Portanto, dado (zo, yo) satisfazendo F(x,y) = 0, o nosso problema reside 
em encontrar condições que garantam a existência de uma única função y = 


f(x) que satisfaça F(x,y) = 0 ey = f(x). Quando existir tal função, 
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diremos que ela é definida implicitamente pela equação F(z,y)=0. 

Do ponto de vista geométrico, como a equação z = F (x,y) define uma 
superfície em JRÊ, então a equação F(x,y) = 0 representa uma curva de nível. 
Logo, dado (zo, yo) satisfazendo F(xo,yo) = 0, o problema consiste em deter. 
minar condições que garantam a existência de uma única função y = f(x) cujo 
gráfico coincida com a curva de nível F (x,y) = 0 numa vizinhança* do ponto 
(z0, y0). 

Notemos que, no ponto owo), e duas possibilidades para o vetor 


gradiente VF'(xo,yo) (5 (zo, yo), dy de aoyo). 


(i) O vetor VF(zo,yo) é nulo 
ou 
(ii) O vetor VF(xo,yo) é não nulo. 
No caso (i) podemos ver, através dos exemplos a seguir, que nenhum re- 


sultado geral pode ser estabelecido. 


Exemplo A.1: F(z,y) = 12 +y? =0e zo = yo = 0. Nenhum outro ponto 


do plano xy satisfaz esta equação. 


Exemplo A.2: F(z,y) = (y — x)f = 0 e £o = y = 1. Esta equação define 


implicitamente a função y = z. 


Exemplo A.3: F(x,y) = (z? + y2)? — (£? — 4?) = 0 e zo = y = 0 (esta 
equação representa uma lemniscata). Não existe uma vizinhança de (0,0) na 
qual a curva F(x,y) = 0 represente o gráfico de uma função y = f(x) ou 


z = g(y). 


No caso (ii) temos o seguinte teorema. 


“Uma vizinhança de Xo € R” é um subconjunto de IR” que contém uma bola aberta 


B(Xo) centrada em Xu e raio r, onde B(Xo) = {X ER ||X — Xoll <r}. 
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Teorema da função implícita: Seja F(x,y) uma função com derivadas 


ðF F 
parciais dE e a contínuas num subconjunto aberto U do plano zy, e seja 
y 
or 
(zosyo) E€ U satisfazendo F(xo,yo) = 0 e tal que =—(zo,y0) £ 0. Então 


dy 


existem um intervalo aberto I centrado em xo e uma única função definida em 
I, que satisfaz yo = f(xo) e F(z, f(x)) = 0 qualquer que seja x € I. Além 


disso, f é continuamente diferenciável em I e 


_ Fle) 


; DEI. A1 
So (2,9) á (A-1) 


f(x) = 


A equação (A.1) é conseq ência da derivação da identidade F(x, f(x)) = 0, 
usando a regra da cadeia. É claro que o teorema anterior pode ser enunciado 


or 7 2 3 
sob a hipótese — (£o, y0) Æ 0, com as modificações pertinentes. Neste caso, 


ðr 
E (x,y) 
a equação F(x,y) = 0 define z = g(y), com g'(y) = -5F7 7 - 
Fs (5 y) 
Exemplo A.4: Verifique que a equação ey) — z — y + 1 = 0 define y como 
função de z numa vizinhança de Po = (1,1), e obtenha a derivada de y = f(z) 


quando x = 1. 
Solução: Seja F(x,y) = 2y) - 7 —y+1 = 0. Temos F(1,1) = 0, as 
derivadas parciais a(s, y) = 3r -1e Sole) = 3x4? — 1 são contínuas 
F 
e Ei, 1) = 2 # 0. Pelo teorema da função implícita a equação dada define 
y = f(x) numa vizinhança de Po = (1,1) e 
SE (1,1) 


1 Ea 
ra= -#057 -1. 


Exemplo A.5: Seja y = f(x) uma função cuja derivada é contínua num 


intervalo aberto contendo xo e tal que f'(£o) £ 0. Mostre que esta função 
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Sa 


possui uma inversa derivável g num intervalo aberto contendo f(£0) e calcule 


a derivada de g, usando o teorema da função implícita. 


Solução: Podemos escrever y = f(x) na forma F(x,y) = f(z)-y = 0. 


F 
Pondo yọ = f(xo); temos F(z0,y0) = 0. Além disso, r = f(x) e 


or A é E 
=—(2,y) = —1 são contínuas num subconjunto aberto do plano zy contendo 
yY 


ð 
F 

(z0, y0). Como SE aoyo) = f'(zo) £ 0, pelo teorema da função implícita 

existe uma única função z = 9(y) definida num intervalo aberto contendo 

f(xo) satisfazendo P(x,y) = f(x) — y=0€e 


ley) q 


Eley) Fo) 


que é a fórmula da derivada da função inversa vista no Cálculo de uma variável. 


9(y) = — 


Geometricamente, a condição Z # 0 no ponto P) significa que o vetor 
VF em Po não é paralelo ao eixo x ( figura A.1). Se, ao contrário, o vetor VF 
no ponto P) = (£0, y0) é paralelo ao eixo x, podemos afirmar que a equação 
F(x,y) = 0 não define y = f(x) numa vizinhança de P)? A resposta é negativa 
( figura A.1, pontos Q e R). 

Quando o vetor VF no ponto P = (z0, yo) é paralelo ao eixo T, ocorre 
que Tir) =0e SER) #0. Então a equação F(x,y) = 0 define z = gly) 
numa vizinhança de P e g'(yo) = 0, isto é, yo é um ponto crítico da função 
x = g(y). Assim, temos as possibilidades: 

(i) yo é ponto de máximo ou mínimo da função z = g(y) e, neste caso, a 
equação F(z, y) = 0 não define y = f(x) numa vizinhança de P). 
ou 

(ii) yo é ponto de inflexão da função x = g(y), e então a equação Flagl=0 


define y = f(x) numa vizinhança de P). Mas y'(x9) não existe. 


Funções definidas implicitamente 313 


Figura A.l 


Exercícios 


1. Considere a curva definida por 57? + y?r? + 6xy = 0. 
a) Verifique se esta equação define y como função de z numa vizinhança 
de (1, —1). 
b) Em caso afirmativo, encontre a equação da reta tangente à curva no 


ponto (1, —1). 


2. Seja C uma curva no plano xy definida pela equação z? + zy + y? = 27. 
a) Determine os pontos da curva C na vizinhança dos quais não podemos 
definir y como função de x. 

b) Encontre os pontos críticos da função y = f(x) definida implicitamente 
pela curva C, para y > 3. 


c) Estude a natureza dos pontos críticos encontrados no item b). 


3. Dê um exemplo de uma função F(x,y) tal que F(z,y) = O defina im- 


plicitamente y como função de x numa vizinhança do ponto (zo,Y), mas 
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or 
dy ZW) = 0. 


4. Considere a equação (x — 2)%y + zey=! = 0. 
a) Esta equação define y como função de z numa vizinhança do ponto 
(1,1)? 
b) E numa vizinhança de (0,0)? 


c) E numa vizinhança de (2,1)? 


5. Seja F(u, v) uma função com derivadas parciais contínuas tal que F(4,2) = 


or ðF 
0, du (4,2)=1e Em 


a) verifique que a equação F'(u(x, y), v(x, y)) = O define y como função de 


(4,2) 3. Sabendo-se que u = x+y? e v = y+y sen z, 


x numa vizinhança de (zo, yo) = (0,2). 


b) determine dy em zo = 0. 
dz 


6. Encontre os pontos da lemniscata de equação (x? + yy — 2a? (22-92)=0 


em que as retas tangentes são horizontais. 


7. Encontre os pontos do Folium de Descartes de equação z? + y’ — 3axy = 0 
nos quais a reta tangente é: 
a) Uma reta horizontal. 


b) Uma reta vertical. 


$A.2 Superfícies definidas implicitamente 


Uma superfície em IR? pode ser descrita por uma equação da forma 
F(z,y,z) = 0. Algumas vezes é possível “resolver” esta equação para uma 
variável em função das outras duas, por exemplo, z como função de q e y. 
O teorema da função implícita nos dará condições que garantam a existência. 


e unicidade de tal função. Neste caso, dizemos que a equação F(x,y,z) = 0 
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define z implicitamente como uma função de 7 e y e escrevemos z = f(x,y), 


embora nem sempre seja possível obter f(x,y) explicitamente. 


Teorema da função implícita: Seja F(x,y,z) uma função com derivadas 
ôF OF OF 


parciais —, = e => contínuas num subconjunto aberto U de IR, e seja 


ðr’ dy Oz 
(z0,40,20) € U satisfazendo F(xzo.yo.20) = 0 e tal que SE Cro, yo, z0) 0. 
Então existem uma bola aberta B = B, (£0, y0) e uma única função z = f(x,y) 
definida em B tal que zo = f(zo,y0) e F(x,y. f(7,y)) = O qualquer que seja 


(x,y) € B. Além disso, f possui derivadas parciais contínuas em B dadas por 


as E o 3f w " 
oz TBR dy 2E- a 


As equações (A.2) são obtidas por derivação da identidade F(z, y, f (£, y)) = 
0 em relação a x e y, respectivamente, usando a regra da cadeia. 

Geometricamente, a condição a * 0 no ponto P significa que o vetor 
gradiente VF (P), que é perpendicular à superfície definida por F(x,y, z) = 0 


em P, não é paralelo ao plano zy. 


Exemplo A.6: Verifique que a equação T3 + 3y? + 8x2? — 32%y = 9 define z 


como função de x e y numa vizinhança do ponto (1,0,1), e calcule n, 0) e 
Ba x 
=—(1,0 

E (1.0) 


Solução: Seja F(z, y, z) = 1º +3y +8222-32%y—9 = 0. Temos F(1,0,1) = 
aF F 

0, as derivadas parciais da (2) = 3r? + 822, PE eya) = 6y — 32? e 

9F 


F 
“dz (282) = = 1622 — 92?y são contínuas e 2(1,0,1) = 16 % 0. Pelo 
z Z 


teorema da função implícita, a equação dada define z = f(x,y) numa vizi- 


nhança de (1,0,1). Por (A.2), 
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oz Via 372 + 822 e 2 tea) 6y - 373 
ðr Y 1622 — 922y dy) = 16xz — 922y' 
Logo, 
Oz 11 Oz i 3 
1 == 0)=—. 
g= e dy O = ie 
Exercícios 


1. a) Verifique que a equação (z? + P+2P=-2492-22410 define z 
como qu de x e de y numa vizinhança do ponto (1,-1,1). 
b) Calcule A (1, —1), onde u é o vetor unitário na direção da reta tangente 


à curva y = z? quando q = 1, no sentido dos « crescentes. 


2. Considere a superfície dada por 5xz + y2z2 + 6ry = 0. 
a) Mostre que z é definido implicitamente como função de z e de y próximo 
do ponto P = (1,1, —8), e calcule Ea, T). 
b) Seja g(x, y, z) = 3z?yz+y?z?— 16xy, onde (x,y, z) pertence à superfície 
definida por 5x2 + y?z? + 6zy = 0. Calcule a taxa de variação de g em 


relação a z no ponto P. 


3. A equação z +z + (y +2)? = 6 define z implicitamente como função de z 


2 
e de y numa vizinhança do ponto (5,—1,1). Calcule ea T Ta no ponto 
(5,-1). 


4. As três equações F(u,v) = 0, u = Ty e v = yz? +2?, definem uma 
superfície em JR3, 
a) Verifique que a equação F (u(x, y, z), v(z£, y, z)) = 0 define z como função 


de z e de y numa vizinhança do ponto (1,1, + V3), sabendo que F(1,2)=0, 
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DF. 0F 
ad ne 


1,2)=2. 


b) Encontre um vetor normal a esta superfície no ponto (1,1, v3). 


2 z 
5. A equação 5 +y? + F — 1 = 0 define implicitamente z = f(x,y) numa 
vizinhança de [1, “6 2 |. Determine a equação do plano tangente ao gráfico 
vll 
de z = f(x,y) em (E) 


§A.3 Curvas em R? definidas implicitamente 


Consideremos duas superfícies em IR? de equações F(x, y, 2)=0eG(x,y,2) = 
0 que se interceptam ao longo de uma curva C. Algumas vezes é possível 
“resolver” estas duas equações simultaneamente para duas variáveis em função 
da terceira, por exemplo, x e y em função de z. O teorema da função implícita 
nos dá condições que garantem a existência e unicidade de tais funções. Neste 
caso, dizemos que as equações F(x,1,2) = 0 e G(x,y,2) = 0 definem x e y 
implicitamente como funções de z e escrevemos x = z(z) e y = y(2). Portanto, 


a curva C pode ser parametrizada na variável z. 


Teorema da função implícita: Sejam F(x,y, z) e G(x,y, z) funções com 
derivadas parciais contínuas num subconjunto aberto U de IR3, e seja (£0, Yo, 20) 


EU satisfazendo F(z0, y0, z0) = 0, G(£0, Y0, z0) = 0, e tal que o determinante 


or OF 
ðr Oy 
ae 06 
ðr Oy 


não se anula em (x9,y0,20). Então existem um intervalo aberto I centrado” 


em zo e um único par de funções x = x(z) e y = y(z) definidas em I, que 
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satisfazem a £o = x(2z0), yo = y(20), P(x(z).y(z).2) = 0 e G(x(z),y(2),2) = 0 
qualquer que seja z € I. Além disso, x e y são continuamente diferenciáveis 


em le 


3E DF | 9E ƏF 
O Oy ðr dz 
dz = É| d x o 
) ðr ð 
zt dE A e Dis e E af (A.3) 
dz ðE ðE dz ðE DF 
ðr O x Oy 
oc ac | oo aa 
ðr Oy | ðr Oy 


As equações (A.3) são as soluções do sistema de equações lineares 


OF dz OF dy __ƏF 
ðr dz Oy dz dz" 
ôG dz À ðG dy ðG 
ðr dz Oy dz 3z’ 


obtido derivando-se as identidades F(x(z),y(z),2) = 0 e G(x(2z),y(z),2) = 0 
em relação a z, usando a regra da cadeia. 
O determinante que aparece no teorema é chamado determinante Jaco- 


biano das funções F e G com relação às variáveis x e y, e denotado por 


oF OF 
(FG) |O dy 
alz, y) oC oG | 
ðr Oy | 

9(F.G) 


Geometricamente, a condição * 0 em Py = (z0, y0; z0) significa 


a(z, y) 


que o vetor tangente à curva C em Pù não é paralelo ao plano zy, visto que 
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o(F.6) 


a(z, y) 
da reta tangente à curva C em Po. 


é a terceira componente do vetor VF (Po) x VG(P)) que tem a direção 


Exemplo A.7: As superfícies 27º +32 — 2? = 25 e 2? +y? = 2? se interceptam 
ao longo de uma curva C passando pelo ponto P = (v7,3,4). Verifique se 
esta curva pode ser parametrizada no parâmetro z e use essa parametrização 


para determinar um vetor tangente a C em P. 


Solução: Sejam F(z,y,2) = 272 + 3y? — 2? — 25 = 0 e G(z,y,2) = 22 + 


y? — 2? = 0. Temos F(v7,3,4) = 0 = G(v7,3,4), as derivadas parciais 


de (ma) = de, Bolena) = = 6y, SEE y2) = De, Se (eyz) = 2a, 


[opa Oz 
E (aa) 2ye a(s; y, z) = —2z são contínuas, e 


XFG) | 4r 6y 


= —dzy. 
olz, y) 2z 2y 


ar, 
GICA 
curva C pode ser parametrizada por x = a(z), y = y(z), z = z, para z 


Portanto 


SVT, 3,4) = —12V7 # 0, e então podemos concluir que a 


pertencente a um intervalo aberto 1 centrado em z = 4. Um vetor tangente à 


Cem Pé (Za, dy (4, 1), onde 
dz dz 


(EG) 


dz Bem (V34)  8v7 
(1) = AEG a 
AEAT, 3,4) T 


320 Cálculo diferencial e integral de funções de várias Variáveis 


Exercícios 


1. Supondo que as equações r?y +z = 0 e zyz +1 = 0 definem implicitamente 


T e y como funções de z numa vizinhança do ponto P = (1,1, —1), calcule dz 
dy i dz 
= mzs > 

$ dz 


2. O ponto (z,y,t) = (0,1,-1) satisfaz às equações ryt + sen ryt = 0 ẹ 
z+y+t=0. Elas definem z e y implicitamente como funções de t numa 


vizinhança de (0,1,—1)? 


3. a) Verifique que a curva C obtida como interseção das superfícies z? + y+ 
2? = 4 e £? + y? = 2y pode ser parametrizada no parâmetro z numa 
vizinhança do ponto (1,1,2). 

b) Use esta parametrização para determinar uma equação do plano normal 


à curva C no ponto (1,1, V2). 


§A.4 Teorema da função implícita (caso geral) 


Sejam F;: RP — R (i=1,---,m) funções com derivadas parciais contínuas 
num subconjunto aberto U C RM e To: = (a9, ee EE NE oA 
tal que Fi(P5) = 0 para todo i € t1,--;m). Se o determinante Jacobiano 
RR] é não nulo em P), existem uma bola aberta B de centro no 
ponto (x9,-.. TO) € IR” e um único conjunto de funções z; = fili, En) 
(i = 1,---,m) com derivadas parciais contínuas em B, que satisfazem phs 
filait) e Rm, sta lilo, sz falan: “4 Zn)) = 0 para todo 


(21:3 En) E€ Betodoi=1,--.,m. 


] 
| 
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| Exemplo A.8: Verifique que o sistema de equações 


zu? +v—-y=0, 
; (A-4) 
2yu — rv? — 3w = 0, 
define u e v como funções de x e y numa vizinhança do ponto (x, y, u,v) = 
(1,2,1,1). Calcule as derivadas parciais de u e v em relação a z no ponto 
(z,y) = (1,2). 
Solução: Sejam F(x,y, u,v) = zu? +v — y = 0 e G(z,y,u, v) = 2yu— rv? — 
3z = 0. 
Temos F(1,2,1,1) = 0 = G(1,2,1, 1), as derivadas parciais de F e G são 


contínuas, e 


XF,G) _ | 2au 1 | 


= = -6z uv? — 2y. 
ð(u, v) 2y —3rv? 


9(F,G) 
9(u,v) 
(A.4) define u e v como funções de x e de y. 


Portanto, (1,2,1,1) = =10 0, e podemos concluir que o sistema 


Derivando as equações de (A.4) em relação a x, obtemos 


2P) =, 


cujas soluções são 


u 
dz 
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Exemplo A.9: Considere o sistema de equações 


(A.5) 


sendo z(u,v) e y(u,v) definidas num subconjunto aberto U C IR2. Este sis- 
tema define uma aplicação T: U C IR? > IR?, dada por T(u.v) = 
(luv), y(u v)) = (x,y). Se as funções z e y possuem derivadas parciais 


olz, n” r a 
contínuas em VU e J = lx, 3) é não nulo em (ug, vo) € U, então existe uma 


9(u,v) 


bola aberta B de centro em (zo, y0) = (z(uo, vo), y(uo, vo)) onde o sistema de 


equações (4.5) pode ser resolvido de modo único, com 


(A.6) 
v =v(z,y), (z,4)€ B. 


Logo, a aplicação T possui uma inversa T7! definida em B. Além disso, as 


funções de (A.6) têm derivadas parciais contínuas em B dadas por 


ðu du _ _ & do ção Ea 
de Jº' Oy J” o J ay J 
Finalmente, se escrevermos 
9(u,v) 
J 
a(z, y) 


teremos J* = —. 
J 
De fato, introduzindo as funções 


Flu, v. z,y) = z(u, v)=z e G(u,v,z,y)= y(u, v)- y, 


temos 
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aro) [du do) alen) o 
(u,v) | æ ðy 9(u,v) 


em (uo,vo). 


Pelo teorema da função implícita, o sistema de equações 


F(uv,zy=zu,v)-r =0, 

( ) (A.T) 
G(u,v,z,y) = y(u, v)-y =0 

define um único par de funções u = u(z, y) e v = v(z,y) numa bola aberta 

B de centro em (zo, yo) = (z(uo, vo), y(uo, vo)). Além disso, estas funções têm 

derivadas parciais contínuas em B, obtidas derivando-se as equações (A.7) em 


relação a x e a y, usando a regra da cadeia. 


Finalmente, 
| ðu Ou au a 
o uv) dr Oy J J 1 
J= L= = =+. 
Hey) | av O a a | J 
| ôr Oy = Td 
Exercícios 


1. É possível “resolver” o sistema de equações 


cy + rzu + yv? = 3, 
udyz + 270 — uu = 2, 
para u(x, y, z) e v(x, y, z), próximo de (x,y, 2.u,0) = (1,1,1,1, 1)? Calcule 


oi em mna = (1,1,1). 
dy 
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2. As três equações 
z? — ycos(uv) + 22 = 0, 
z? +y? — sen (uv) +222 = 9, 
e zy — senucosv + z = 0, 
definem x,y,z como funções de u e v próximo do ponto r = y = 1, u = 


v =0, z = 0? Calcule as derivadas parciais o e oz em (u,v) = (2.0). 
du ðv 2 


3. Suponha que a função T definida por 
(2,9) = T(u, v) = (z(u,v), y(u, v)) 
possua uma função inversa diferenciável S definida por 


(u,v) = S(x,y) = (u(x, y), v(x, y)). 


9(2,y) 3.5 ðu 
- 1,2 , calcule — (3,4). 
I ) ne calcule E ) 


Se z(1,2) = 3, y(l,2)=4e 


4. Se (u,v) = F(x,y) = (e? cos y,e” sen y), para que pontos (z0, Y0) a função 


F tem inversa definida numa bola aberta de centro no ponto F(xo, yo)? 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


Exercícios 1.2 


L ajs+y=1 ; b)e+y=1l,z2-1 ; )r+y=1,0<z<l: 
p="; e) r=- 2y-3 ; f) y=1-2r, -1<r<1; 


2 2 


g) 2? + (y +3) =1 ; jarga ; i)z- Il, ral. 


4 
2. a) reta paralela ao eixo z passando pelo ponto (2,1,0). 

b) segmento de reta que liga os pontos (=1,-1,-1) e (1,1,1). 

c) elipse no plano z = 5 de centro em (0,0,5) e semi-eixos 2 e 3. 

d) semi-circunferência no plano z = 3 de centro em (3,0.0) e raio 1. 


e) semi-parábola, no plano y = 2, com vértice no ponto (—1, 2,0). 


3. a) a(t) = (3t, -2+ 2t), tE R ; bot = (15) HER; 


c) o(t) = (a+rcost,b+rsent), O<t<27 : 
d) a(t) = (acost,bsent), -5 <t< 
e) o(t) = (a sect, btgt) , -3 <t< 5 
ou o(t) = (acosht,bsenht), te R ; 
f) a(t) = (1 +2t, -1 +3t,1 +2), te MR; 


g) a(t) = (1 +3t,3t,2+t), 0<t< 1L 


16 
442º" 


4. )u(t)=4; y(t) tem; c)y(z)= 


4 
4+4’ 
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Reis 
8a? š à j 
5. c) y(x) = TEES, 8. b) zë +y3 =a? 
9. olt) (5 sen 2t Tu e a) 
o( a 
v2 3v2 v2 3v2 
Hia S a = E NE, og 
Wuslt)=  ="t » ut) q + to teR 
dt -2+V3y = V3 
12.a) y-=-r=1 : byz)=1+er!, rER 
16. a) (t) = c1 + cze"! , y(t) = c3 + cgett , onde c1, c2, 63 e c4 são 


constantes reais. 


b) semi-reta 


17. a) o(t) = (— sent, cost, —2 cost) ; 


b) z(t) =-1 , y(t)=-—t , z(t)=1+2 , tER 


18. z(t) =t , y(t)=1 , z(t)=1, tER 
Exercícios 1.4 


1. a) V(t) = (—6 sen 6t, 6 cos6t) ; b) A(t) = (—36 cos 6t, —36 sen 6t) ; 


JuD=6: DnE) = ($3) 


2. a) V(t) = (—2sen 2%, -3 cost) ; b) A(t) = (—4 cos 2t, 3 sen És 


dvm=3; d) Ti(m) = (0,1) €n =-T 
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3. a) V(t) = (2e, 2t) ; b) A(t) = (4e%,2) ; cJu(0)=2:; d) 7,(0) = (1,0) 


eb=-N 


4. a) V(t) = (-sent,cost,0) ; b) A(t) = (— cost, — sent,0) ; 


c) v(5) = sd) nG) = (1,0,0) e T2 = -T 


5. a) V(t) = (0,1,2t) ; b) A(t) = (0,0,2) ; Jul) = VI? ; 
vi a eTo = -T 


E i 


d) Tı (2) (o 
6. a) V(t) = (—6sen 2t, 6 cos 2t,8) ; b) A(t) = (—12cos 2t, . 12 sen 2t, 0); 
T T 3v2 3v2 4 a 
c) v(5) =10 ; d) 7 (5) = (5) en=-T 


7. a) P = (10,50) ; b) R chega primeiro ; c) Ry será multado 


5+v5 13+3v5 5- v5 13-3/5 
8.c) P= z“ 3 e P z” 3 ; 


d) (1,3) e a velocidade mínima é 1 


9. b) sentido anti-horário ; c) (—1,0) 


10. o(2) = (2,0), V(2) = (3,12) e A(2) = (2,26) 


11. a) or(t) = (cos(20t + 09), sen (20t + 00)) e 
oa(t) = (2. cos(20t2 + 89), 2 sen (20t? + 60)), onde 60 = (0) ; 


b) 1 hora ; c) 80km/h 


12. A velocidade máxima é 2 e ocorre no instante t = 7 
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— 


mt mt 
p(t = Tao Es 
13. z(t) = tsen (o x Y(t) = tcos (55%) SD 


14. a) 4 segundos ; b) 200 metros 


15. z(t) = 14t , y(t) = —5t? + l4t. A distância entre David e Golias era de 


39,2 metros. 
aj e Z aA payed i 
. 4 4 3º g= > SYysS 


17. b) o(t) = ($ cos(v3t), sen (ão) ; d) na, 


Exercícios 1.6 


1. a) V2(e?— 1) ; b) 2ra ; co) 2V2r ; d) 50 ; e) v2In(v2+1) 

2 3a 2V5 + In(2 + 5) 
2. aq(13V13 —8) 35 deu 

ör 

5 ah = etaz ; b) 4v3 
7. a) o(t) = (t,t), —2<t<2 e os(t)=(2cost,2+2sent), 0<t< = 

b) 8V2 +57 

2 

Exercícios 1.9 

1 
2. 3 
Sak=D e p=2V/2 ; b)k=>} e p=2 ; c)k SE ad Si 
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TA e p=2V2; Jk=5 e p=2 _; pis e p=2/2 
4. a) plt) = 2/2014 sen?t)? ; b) p) = O eds 


s 2000 
(4 x 10º sen?t + 100cos2%) ? 
b) (200,0) e (200,0) são pontos de máximo , (0,10) e (0,10) são 


6. a) k(t) 


pontos de mínimo 


7. O ponto de velocidade máxima é (27,4) e os pontos de velocidade mínima, 


são (0,0) e (47,0) 8.3 
eis r dx 4 = 
9. vetor posição: (4,5) , vetor velocidade: E (1 E)» vetor aceleração: 
(E (o 2 ) vetor tangente unitário! é 2 ) vetor normal 
— ==), VÊ ente u =, | 
di 125 s (a vã 
ágio ( 4 5 ) A 36 (y A 941 (6 
unitário: ï » AT , = 
va Va 12541 \ dt N = 1025 \ dt 
3 12 1 
10. a) V = (5 =) : b) A = — (65,46) 11. v < 30 V2 
VIT viT (17)? 


12. a) a(t) = 5 -582; b) V(t) = (SsenSÊ,5cos5t?) 
Exercícios 2.3 


18.22 +2? = 4y 19.2 =44+22+yº 9.22 +y? +2º = 16 


21. y? +2? = gaa 22.2 23. z? + 2? = sen?y 


“Cory 
Mz=y,-2<y<2; eixoy 25. y = V16- 42? ; eixo z 
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Re 


y= ; eixo z 27.2=vlyl ; eixoy 


28.2=eY ; eixoz 
Exercícios 2.5 


1. a) 3y +z? =4 » elipse ; b) z’ hipérbole ; 


c)x2 = 162? , duas retas; d) z = 4y? +12 , parábola 


2. c) semi-esfera 3. c) elipsóide 

4. c) hiperbolóide de uma folha cujo eixo é o eixo y 

5. c) hiperbolóide de duas folhas cujo eixo é o eixo 7 

6. c) cone cujo eixo é o eixo z 

7. c) parabolóide elíptico cujo eixo é o eixo z 

8. c) uma porção de circular cujo eixo é o eixo y 

9. c) porção de um cilindro cuja geratriz é paralela ao eixo z e cuja diretriz é 
a parábola y = 1 +42, -2<2<92 

10. c) dois planos de equações z —-y+1=0 ez+ty-l=0 

11. c) esfera de centro em (1,1,0) e raio 1 


12. c) hiperbolóide de uma folha cujo eixo é a reta y = 2 no plano z = 


13. c) hiperbolóide de duas folhas cujo eixo é o eixo y 


4 E ad 
14. 224272 Lá =0 , cone circular cujo eixo é o eixo y 
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15. £? + (z — 1)? = 2y +1 , parabolóide circular cujo eixo é a reta z = 1 no 


plano x = 0 
Exercícios 3.2 


1. a) {(z,4) E R? |y >24- zr} ; b) {(z,y) ER |y>1+r?} ; 
Meme | y > =z ez? +y? <4} ; d) {(z,y) € R? |2? + (y-1)? < 1} 
3. a) Se k < 2 é vazia, se k = 2 é o ponto (0,0,2) e se k > 2 são circunferências 
de centro (0,0, k) e raio (k — 2) ; 

b) O traço zz é o gráfico da função z(z) = 2 + |z] e o traço yz é o gráfico 


da função z(x) = 2 + |y| 


1 
4. a) As equações são: 22 +y? =4, T? +y? =-e +y = F respectiva- 
mente ; 


b) É a circunferência de equação z? +y? =4 


5. a) No plano z = 8 é o ponto (0,0,8), no plano z = 6 é a circunferência de 


equação z? +y? = 2, no plano z = O vazia, no plano z = 0 é o gráfico da 


8-4 , u<2, 
função z(y) = , no plano y = 0 é o gráfico da função 


4 lu>2 
8-2? ,|x<2, 
(2) = 


4 JE >2 


6. a) f(x,y) € R? |£ < 10—u?} e Imagem da f = [0.+00) : b) Nos planos 
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z=0,2=1lez=2são parábolas de equações 7 = 0-P,2=9-2 
z = 6 — y?, respectivamente. No plano y = 0 é a parábola de equação x = 


10-2?,2z>0eno Plano x = 0 é a semi-circunferência y? + z? = 10 1220 


7. f(2,y) =z- ay? , a>0 e g(xyz)=3-z 


9. a) Domínio = {(z, 4) € R? | E pra TY 5 
E 7 
b) A elipse de equação a q E 1; 


c) o(8) = (V3 cos9,3sen8), 0<9<2r ; d) 2V6 
10. b) Circunferência de equação 22 +y? =4 ; c) y= v3r 
11. Cone elíptico de equação z? + 2y? — 322 = 0 


12. a) Domínio = R? — {(0,0,0)}. As superfícies de nível têm equação x? + 


1 
y+ = g & Portanto, são esferas quando k > 0. 


b) Domínio = R? — {(z,y, z) € R? | £? +y2+22<1). As superfícies de 
nível são esferas de equação 22 +y? +2? = 1 + ef ,kER. ; 
c) Domínio = IR?. As superfícies de nível têm equação z?+y?+(z—1)? = k 
e, portanto, quando k > 0 são hiperbolóides de uma folha, quando k = 0 é um 


cone circular de vértice em (0,0,1) e quando k < 0 são hiperbolóides de duas 


folhas. ; 


, 


d) Domínio = IR?. As superfícies de nível têm equação x? +2? = e” +k 
aç 
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e, portanto, são superfícies de revolução em torno do eixo y das curvas de 


equação z = e”, quando k =0ez= vk+ e2y, quando k Æ 0. 
Exercícios 3.4 


1.a) 2 ; b)-1 2.a) 0 ; b) não existe ; c) 0 ; d) não existe. 


As funções de a) e c) são contínuas. 


4. a) f(x,y) é contínua em IR? ; b) f(x,y) é contínua em IR? — {(0,0)} ; 


c) f(x,y) é contínua em Rº. 


Exercícios 3.6 


of of x? + xy 
1. — (x = .— = = E e 

ar q Dao 2 dy (73) E 

2 
3. f(x,y) = és [Em (2) — a 4. falz, y) = — In(senz) 
2 of 2 2 2)-ł 

5. fy(m,y,2) = 2º — buy + 2z 6. do (ih) = -ele +y +z’) 

1 
Fi g 


8. a) f não é diferenciável em (0,0) ; b) f não é diferenciável em (0,0) ; 
c) f é diferenciável em (0,0) ; d) f não é diferenciável em (0,0) 


1 1 i 

= 5 0,0 
Of 2e [sem (57) r? +y? ii (55) » (2,3) # (0,0) 
e ; 


0 (x,y) = (0,0) 
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of 2y [sem (aa) za es (sa )| » (2,9) (0,0) 


0 » (2,9) = (0,0) 


10. a) (3:55) ; b) (-1,1,53) 11. (0, —4, 2) 


39 
12. a) (0.5.5) A 


b) 12y — 2z — 9 = 0 13. a) 207 + 12y — 152 = 120 ; b)14V2 


14. 5V2 


15. a) (-22,5) ; b) a) =-2-t, y) =2-3t, zl) =$ +A, tE R 
Exercícios 3.8 


d 
Za (cost — sen 2t)esost + (cos?t — sent)esent 


1 = 
dt 
dz Mo o 2t 4 e 
2 we —e*S(1 + (e + e-2)) 
3 ðz Zuel A Oz we(v-?) 
` ðu v2 ðv v3 
dz 2 2 dz 2 2 
4. > = 2usen *v — 2w? sen ucosu e — = 2u? senvcosv + QucosZu 
ðu ðv 
5. 12 


6. a) Bi ĉa a nze ee, ae 1)4 ; 


b) z(t) =1 +2 , y(t) =3+4t ,z(t)=-1—-4t , tER 
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7. SE o,2)=6 e To=- 8. 2a1=2 e NENES. 
10. Equação do plano tangente: 2x + y22=5. 
Equação da reta normal: o(t) = (4+ 2t,—1 +t,1— 2t), tE R. 
11. (3,1,2) 13.7x+4y+62-21=0 e r+4y+6z+21=0 
15. a) z +4y -5z =0 ; b) v42 
16. a) (3,2,4) ; b) (6,4,-8) e (-6,-4,8) 


17.a)r-y+z=1 ; b) o(t)=(1-2t,1+t,1+3t), tE R 


Exercícios 3.10 


pa Bai -4⁄3 e 
i sz A 5 21 "3 
2 2 
5.a) g i b) 7 
7V 26 
7.a) 3V2 ; b) qu ; e) Na direção do vetor (Se) 
13 5 45 


10. a) Nordeste: esfriará , Sudeste: não aquecerá nem esfriará ; b) Aquecerá 


125 2 
à taxa de > graus/s ; c) 5 graus/s ; d) (2.9) ou (F 3) 


2 2 2 


11. a) zero ; b) Na direção do vetor (42,0). A taxa máxima é 2v5. 
12. a) Na direção do vetor (1,2,3) : b)-2/14 e ; J0<6o< s . 


onde 6 é o ângulo entre o vetor que representa a direção a ser tomada e O 


vetor VT (Po). 
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Exercícios 3.12 


; 3(2x2 +?) 3xy 
1-a) fre(z,y) = Err i b) fys(£, y) = Eea 


2. a) Jy(2,y) = —2cosy , b) fay(2,4) = -seny — e? 


2(—72 + 8y — 32? 48z 
3. a) fzz(2,4,2) = a i b) feylz,y,2) = GF 8y 3277 


4. a) frz(£,y, z) = 2z(cos(x?z) — z?z sen (222)) ; b) fyze(2,9,2) = 0 
Exercícios 4.2 


I 
1l. a) (o, 5) e (o, -5) pontos de sela ; 
b) (0,k7), k € Z pontos de sela ; 
1 
c) (0,0) ponto de sela e (è 5) ponto de máximo relativo ; 
à | 
d) [—= 7) onto de mínimo relativo ; 
) ( B A) P 


e) (0,1) e (0, —1) pontos de máximo relativo e (2,0), £ € R pontos de 
mínimo 
3. a) máximo a em (5 3) , mínimo 0 em (0,0) ; 


1 
b) máximo 1 em (0,1) e (1,0) , mínimo = em (5 5) f 


9 5 N T $ 
4.a)a = > b= F 5. Largura: 4 cm. Angulo: 3 radianos 


6. Distâncias iguais a 


Rv2 
2 
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Exercícios 4.4 


1 
1. Máximo: E , mínimo: 1 2. Maior aquecimento: (= $) e 
al Ro menor aquecimento: (5 0) 3 8 
2» op RNA ug RE: 
5. -2a +5v2 6. (2,4) ou (—2, —4) 
7 (002 bv2 av2 by2 av2 bv2 cav2 bvê 
2a y 2’ 2 E 2 2 i go 2 
8. Base quadrada de lado 2V3 m e altura V3 m 
10. 2z +y + 2z = 6 11. 34k 12. a) In(3v3 a5) 
13. 30 14. (0,1,0) , (0, —1,0) , (1,0,0), (—1,0,0) 
15. 20 e4 
Exercícios 5.4 
2.3) (e) ; b) 1-cosl 
1 — cos 64 seng 56 
d -ely ) 

3 a I É, Da afe-hi 

243 5 76 625 
4. b) zero 5. a) -T =: p) q 6. E T. 33 

8 896 
8. E 9. i 
Exerċícios 5.6 
senl 3 

1. (b) 2 2. (a) 4 3. Ea 4. Z 
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5.1 6. 24 7. (a) i ; (b) DE ; (c) zero 
8. T+avã 9. 6 
9 10 =f 

10. a) Sir p. gê, d) ma 1u, EUn? Dag 

2 4 a2)1-P L p2(1-p) 
12. a) [p te) 4 Jz s p#l e mh(1+a) se p=1 ; 

=P 
b) p>1. 


Exercícios 5.8 


27 6 6 27 serta) 
L mas « (2S 2 m=4 ; (0, 
REg o) sda | (0 qo 
9 15 7 59 
msn) amb: (ED 
& m= (E 2 J 
3º (W 
56 8 3 +1 3 +e? 
b= i hsg T da 64º } 16 
kar 24 148 
8. l == 7 9% h=h=5 10 = iba 
Exercícios 5.11 
26 1 44 
1. a) E b) 34 à c) 105 | (d) zero 
T 2lr—4 5r 625 
2 T, za ; f 
a) 6 b) 8v2r E) 6 ; d) 3 e) 12º 
D maV ) 16r 64 | h) (212 — 16/3)r 
3 bla 5 
8a? 9r a?b?e? 


5 i b) (vê-lo; e) x; d) E 
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E casa a PR (37 +2)V2 — 65r 
e) i) mal ; e) ii) T f) 8 ii.) 8 5. 10r 
Exercícios 6.3 
256 
1. a) 1+vV2 ; b) zero ; 0) 5 ; d) 2 ; e) 2/14; ; pa 
24 3. (8+67)M 
4. a) -5 ; b) zero ; c) tr; d) 5 : 
ae ; f) zero ; g) zero ; h) Aedo 
6 15 
3 
2a? e 
5. 2a 6 7 
7. a) f(z,y) =e seny ; b) f(z,y) =y? -ry +2y ; 
c) f(z,y) =? +2ry -ye ; d) f(z,y,2) =y +rz+yz ; 
e) f(z,y,z) = zet? ; f) f(z,y,z) = zysenz. 
Exercícios 6.5 
3r 16 1 
1. a) zero ; b) -1 ; c) o r E 93972 2ra? ; 
1957 E E PIA 
g) Pa h) 10 3. 2m +4 , sentido anti-horário 
26 
195 5. 427 6.a) 147 ; b) 387 


Exercícios 6.7 
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Ea es 


2 
; e) “ovo 2-3 : d) xoseny, 
3. a) f(z,y) =z- y?senr+y ; b) T 


4. =r 5. -—2r , 2r e0 Ta 4 8. —3 


9. -27,27e0 10. 27 — 2arctg v2. 
Exercícios 7.2 


1. a) parabolóide circular ; Sé regular exceto no ponto (0.0,1) 
c) (,0,-2) ; d) (0,1,0) ; 
e) Equação da reta normal: T(t)=1-2%,y(t)=0 e z(t)=-t, tER; 
Equação do plano tangente: 2r +2-2=0 
2. a) (4,0) = ((a +r sen d) cosg, (a + rsen 6) sen 9, rcos 6) 10<d<2r, 
0<0<2m ; 
b) (a+rsen $) (r sen ġ cos, rsen ġsenð,rcosġ) ; 
c) S é regular em todos os pontos. 
4. a) , b) ec) z+ty+v22=4 
5. a) p(u,0)= (cosh u cos 6, cosh usen 8, senhu ) :10VER,0<0<27 
b) (cosh2u cos 8, cosh2u sen 8, —senh ucoshu) ; c) zor+ Wy=l: 
É BN = (sen 8, — cos6,r) ; c) sim 


Exercícios 7.4 


1. a) pltv)=(tsenv tcosv,3-12) , Yssa, Osvs 2r ; 
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b) (55 — 2V2 )r 
6 
2.a) p(t,v) = (tcosv,tsenv,t?) , 0<Ł<4, 0<v<2m; 
(17V17 — 5V5 )r (5vV5-1)A 
b) =—————— 3 + 
6 6 
4—2 
Las E ca! E ; d) (4+ vVIZ)6r ; 
5v5- 1 
e) t+4-4V2 ; ps ; g) aah. 
Exercícios 7.6 
Brat v3 3V2 4 W2 25/5-11 
l. a) ; b) | Es T 2 —— 
3 120 16 3 13 120 
1 2)2 
3: (1+v2)2m 4. a) 0,0, 55+ ; b) (205). 
3 10(5V5—1) 9 
Exercícios 7.8 
1. zero 2: E 3. zero 4. (8-3/3)4m 
5. 16 6 m (normal exterior a S) 7. s 8. 4r. 
Exercícios 7.10 
3 
is 5 8 a=1 9. E 10. zero 
11. zero 12. 2In(r+1) 13. 371 14. zero 
15. 4( de (0,2,0) para (2,0,0)) 16. 24 17. 32 
Exercícios 7.12 
1 10242 — 400)m 
1. 107416 2. Eu 4. 6r 5. (rodava — ADoba 
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6. Z (890 + 39) To = 8. zero 9. 7 
15 2 
10. —12 
11. a) 4r(b-a) ; b) 4r 12. 767 13. 10 
Exercícios A.1 
1. b) 32x+2y-1=0 
2. a) (-6,3)e(6,-3) ; b) r=-3 ; c) ponto de máximo 
4. a) não ; b) sim ; c) não 5. b) 5 
av8 a) (3 a) ( aV3 a) ( av3 a 
3 "2J? PY is 2. 9 2" 2 
7T. a) (aV2,0V4) ; b) (ad, av2). 
Exercícios A.2 
3v5 
1. b) 35 2. a) —9 b) —7 
dz Oz 92 
A -1 0 
3 da (5 ) 1 "ay Č 1) e Buda (5 1j=2 
4. b) (2,1, v3) 5. 9r +6vVIly + 8z = 36. 


Exercícios A.3 


sim 


3. b) V2y-z=0 


Respostas dos exercícios 


34: 


Exercícios A.4 
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Área de superfícies,255 

Astróide,15 

Bola aberta,80,81 

Bordo de uma superfície,272 

Campo vetorial conservativo,235,289 
Campo vetorial contínuo,213 

Campo vetorial de classe C'!, 225 
Centro de massa, 189,266 
Centróide,189 

Ciclóide,5 

Cilindros,51 

Círculo de curvatura, 40 

Componente normal da aceleração ,36 
Componente tangencial da aceleração,36 
Comprimento de arco como parâmetro,30 
Comprimento de uma curva,25 

Cone elíptico,63 

Conjunto aberto,92 

Conjunto fechado, 136 

Conjunto limitado,136 

Conjunto simplesmente conexo,235 
Coordenadas cilíndricas,198 


Coordenadas esféricas,200 


Curva de Agnesi,13 

Curva de nível,72 

Curvas definidas implicitamente,309,317 
Curvatura,39 

Derivada de função vetorial,8 

Derivada direcional,116 

Derivada parcial,87,91 

Derivada parcial de segunda ordem,123 
Determinante Jacobiano,175,197 
Diretriz de um cilindro,51 
Divergente,297 

Domínio,235 

Eixo de uma superfície de revolução,54 
Elipsóide,60 

Equação de Laplace,127 

Equações de Cauchy-Riemann,127 
Equações paramétricas de uma curva,2 
Equações paramétricas de uma superfície,248 
Fluxo,268 

Fronteira de um conjunto,136 

Função contínua,2,83,84 

Função de classe C!,8,101 

Função de classe C? por partes,25 


Função de classe C*,124 
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Função de várias variáveis,69 

Função harmônica,127 

Função limitada,157 

Função potencial,220,239 

Função vetorial,1 

Geratriz,51,54 

Gráfico de função de várias variáveis,70 
Hélice circular,7 

Hiperbolóide de duas folhas,62 
Hiperbolóide de uma folha,61 
Hipociclóide,14 

Integral de linha de campo vetorial,214 
Integral de linha de função escalar,209 
Integral de superfície de campo vetorial,267 
Integral de superfície de função escalar, 262 
Integral dupla sobre um retângulo,156 
Integral dupla sobre uma região qualquer,165 
Integral tripla,192 

Involuta,13 

Limite,2,80,81 

Massa,187,195,208,263 

Momento de inércia, 190 

Mudança de variáveis cilíndricas,198 
Mudança de variáveis esféricas,200 
Mudança de variáveis lineares,177 
Mudança de variáveis na integral dupla,173 


Mudança de variáveis na integral tripla,197 


Mudança de variáveis polares,179 
Multiplicadores de Lagrange,141 
Parabolóide,56,65,66 

Parametrizações equivalentes,28,276 
Partição,156 

Plano,47 

Plano tangente,99,111,249 

Ponto crítico,130 

Ponto de sela,131 

Ponto extremo relativo, 128 

Raio de curvatura,40 

Região de tipo I e Il em 1Rº,167 
Região de tipo I,II e III em IR? 194,195 
Região simples,224 

Regra da cadeia,10,104,107 

Reta normal,100,111 

Rotacional,281 

Soma de Riemann,157 

Superfície definida implicitamente,314 
Superfície de nível,75 

Superfície de revolução,54 

Superfície orientada,267,273 
Superfície quádrica,59 

Superfície regular.249 

Teorema da função implícita,311,315.317,320 
Teorema de Fubini,161 


Teorema de Gauss,297 
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Teorema de Green,225 
Teorema de Stokes,281 

Teste da derivada segunda,131 
Trabalho,213 

Valor máximo,128,136 

Valor mínimo,128,136 


Vetor aceleração,18 


Vetor gradiente, 108 

Vetor normal, 100,108 
Vetor normal principal,35 
Vetor tangente,8 

Vetor tangente unitário,35 
Vetor velocidade,18 
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